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Wavelet (nékdy téz vinkovd) transformace predstavuje v soucasné dobé zdkladni matematicky prostiedek pro analyzu a zpracovdni nesta-
ciondrnich signdlii a obrazii. Prispévek je vénovdn tivodu do problematiky wavelet analyzy a jejimu vyuZiti pro zpracovdni signdlii a obra-
zii se zameétenim na potlacovdni jejich rusivych sloZek. V ndvaznosti na dekompozici signdlii je pozornost vénovdna problematice globdl-
niho prahovdni prislusnych wavelet koeficientii a jejich dalsimu pouZiti k rekonstrukci pozorovanych dat. Tento postup je aplikovdn na
vybrané biomedicinské signdly zahrnujici signdly EKG a obrazy magnetické rezonance.

Klicovd slova: wavelet (vinkovd) transformace, analyza signdlii a obrazii, dekompozice a rekonstrukce dat, potlaceni Sumu, prahovdni,
zpracovdni biomedicinskych signdlii

Wavelet transform represents a fundamental mathematical tool widely exploited for the analysis and processing of non-stationary signals
and images. The paper is devoted to the introduction to its basic principles and its use for signal and image de-noising. Signal decomposi-
tion and global thresholding of wavelet coefficients is then applied for subsequent data reconstruction. This approach is utilized for pro-

cessing of selected biomedical signals including EEG data and biomedical MR images.
Keywords: Wavelet transform, signal and image analysis, data decomposition and reconstruction, signal de-noising, thresholding, bio-

medical signal processing

Uvod k wavelet transformaci

Wavelet transformace (WT) predstavuje alternativu ke kratkodo-
bé Fourierové transformaci a poskytuje Siroké moznosti analyzy
a zpracovani vicerozmérnych dat. V principu vyuziva tato transfor-
mace analyzujici funkci kone¢né délky ve tvaru ,,vlnky* danych
vlastnosti [9, 3, 11, 7 a 5]. Tvar této funkce lze pritom volit podle
charakteru analyzovaného signdlu ¢i obrazu a Zaddané aplikace. Na
obr. 1a je zobrazen soubor dilatovanych funkci odvozenych z vycho-
zi Shannonovy funkce (mother wavelet) definované vztahem

w(t) = wcos@m&) 1

tvorici zaklad pro dalsi funkce odvozené pro zvolené parametry dila-
tace a = 2" a translace b = k 2" podle vztahu

1 t=b 1 o,
W, ()= ﬁW(T) = WWQ t—k) 2)

kdeajsou celociselné konstanty. Dalsi wavelet funkce jsou definova-
ny bud analyticky, nebo feSenim prislusné dilata¢ni rovnice [2 a 9].
Ve vsech piipadech je dilatace funkce spojena s kompresi spektra
podle obr. 1b.

Vysledné koeficienty uvedené diskrétni wavelet transformace
(DWT) lze nasledné zobrazit ve vinkové mapé (scalogram) na obr.
Ic, ve které koeficienty predstavuji miru korelace daného signilu
a vybrané wavelet funkce [6]. Vodorovna osa pfitom odpovidd posu-
nu wavelet funkce a osa svisld predstavuje uroven rozkladu do zvo-
lené drovné m s méfitkem 2", Koeficienty spojené s analyzou pomo-
ci zakladni kratké vlnky umozniuji pfitom podrobné asové rozlisent,
ale hrubé rozliSeni frekvencni. Dilatace zdkladni vinky zhorSuje roz-
liseni Casové, ale zlepSuje rozliSeni frekvencni. Tato mozZnost pro-
ménného rozliSeni v Casové a frekvencni oblasti je charakteristickd
pro uziti wavelet funkci a umoziuje analyzu signdld a obrazi jak z
globalniho, tak i lokdlniho pohledu. Proménné rozliSeni je vyznam-
nym rysem wavelet transformace v porovndni s kratkodobou

Fourierovou transformaci s konstantnim rozliSenim danym délkou
vybérového okénka.

Vzhledem k pdsmové omezenému spektru wavelet funkce lze
proces konvoluce s touto funkci interpretovat jako filtraci pAsmové
omezenou propusti [12]. Z hlediska Cislicového zpracovani signdlt
predstavuje wavelet transformace dplnou banku filtrG s rozkladem
signdlu do dil¢ich frekvencnich pasem s tim, Ze zdkladni nejpoma-
lejsi frekvencni slozky jsou detekovdny s vyuZzitim méfitkové funk-
ce (scaling function). Wavelet funkce jsou tak popsdny pasmovymi
filtry (band-pass filter) a méfitkova funkce predstavuje komplemen-
tarni dolnofrekvencni propust (low-pass filter). Prislusné koeficienty
se pritom urcuji z konvoluce signélu a prislusné analyzujici funkce [3
a 11]. Méfitko je pfitom nepiimo umérné frekvenci, pficemZ nizké
frekvence odpovidaji velkym méfitkiim a dilatované wavelet funkci.
Wavelet analyzou pii velkych méfitkach ziskdvame ze signalu glo-
balni informaci (aproximacni sloZku) a pti malych métitkach podrob-
né informace (detailni slozku) predstavujici rychlé zmény v signdlu.
Signdly jsou v praktickych aplikacich Casto pasmové omezené
s kone¢nou energii a pro prislusSnou analyzu postaci tedy omezend
sada méritek.

Vypocet koeficientl diskrétni wavelet transformace se realizuje
postupnou aplikaci vysokofrekvencni propusti (predstavujici wavelet
funkci) a nizkofrekvencni propusti (predstavujici méfitkovou funkci)
na dany signdl s vyuzitim Mallatova dekompozicniho schématu [7]
podle obr. 2. Pro kazdou troven dekompozice p je vystupem vyso-
kofrekvencni propusti hy(k) detailni slozka D, (k) signdlu a vystupem
komplementarni nizkofrekvencni propusti 1,(k) je slozka aproximac-
ni A, (k). S vyuZitim konvoluce a ndslednym podvzorkovanim dosta-
neme

D,(n) = 3 h,(k)x2n—k)
k=0

A, (n) = Lz_ild(k) x(2n—k) )
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Obr. 1 Princip wavelet transformace: (a) dilatované funkce,
(b) odpovidajici spektra, (c) koeficienty ve formé scalogramu

pron =0, ..., N/2, kde x(k) je analyzovany signdl a posloupnosti h,(k)
a 1,(k) definuji dekompozi¢ni filtry. Soubor wavelet funkci tvoii orto-
gondlni bazi [3] a umoziuje jednoduchou rekonstrukci signalu [11]
zaloZzenou na vloZeni nulovych hodnot mezi kazdé dva vzorky
anasledné konvoluci s rekonstrukénimi filtry 1.(k) a h,(k) odvozenych
z filtr dekompozi¢nich inverzi potadi jejich koeficientt jako h (k) =
hy(L - k)al(k)=1(L—-k) prok=0, ..., L — 1. Soubor filtrii pfitom
umoznuje perfektni rekonstrukci ptivodniho signdlu z odpovidajicich
DWT koeficientil, pokud ma signil konecnou energii a wavelet funk-
ce spliiuji podminku pripustnosti (admissibility condition) [3, 6 a 12].
S ohledem na Siroké moznosti volby typu wavelet funkci, proménné
rozliSeni v ¢asové a frekvencni oblasti a rozsdhlé moznosti dekompo-
zice a rekonstrukce ptivodniho signalu ¢i obrazu poskytuje wavelet
analyza Siroké aplikacni moZnosti [14] ve zpracovéni inZenyrskych
signdld, zpracovani signdlt i obrazti v biomediciné [1, 13 a 8] i dal-
Sich signdlt. Hlavni vyuziti spociva ve vsech pfipadech v analyze sig-
nald a obrazi, v jejich kompresi a odstranéni rusivych slozek [4].
Pro zvlastni aplikace se namisto diskrétni wavelet transformace
pouziva transformace spojitda (CWT — Continuous wavelet trans-
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Obr. 2 Detekce nespojitosti v signalu EKG: a) Mallatovo schéma,
(b) EKG signal s aditivnim impulsem, (c) scalogram koeficientl pro
funkce db4

form), ktera obsahuje redundantni informace, vyzaduje vice operacni
paméti, avsak jeji zobrazeni je Casto nazornéjsi. Na rozdil od DWT
jsou v pripadé spojité WT [12] uZity spojité proménné hodnoty dila-
tace a a posunuti b.

Nasledujici studie je vénovana aplikaci wavelet transformace pro
zpracovani biomedicinskych signdlG a obrazd s vyuZzitim tii vybra-
nych redlnych wavelet funkci ¢tvrtého adu s ortogonalnimi bazemi:
Daubeschies, symlet a coiflet. Uvedené funkce jsou definovéany dila-
tacnimi rovnicemi [9]. Vlastnosti téchto jednotlivych funkci jsou
popsdny ve vypocetnim systému Matlab [6] s vyuZitim prikazu
waveinfo. K dispozici jsou funkce db4, sym4 a coif4.

Analyza a zpracovani signald
Ve zpracovini signdll se wavelet analyza vyuziva v fadé oblasti

[6], které zahrnuji detekci trendfl, zlom{, nespojitosti ve vyssich deri-

vacich, a ddle kompresi a potlacovani rusivych sloZek signdld. Na

obr. 2 je uveden piiklad detekce aditivniho rusivého impulzu v ¢as-
ti signdlu EKG (elektrokardiogram) pomoci wavelet funkce db4.

Dekompozice je pfitom uvedena do tfeti irovné, coZ postacuje pro

vizualizaci uvedené slozky ve scalogramu. Barevny odstin (celkem

64 odstinti od nejtmavéjsi po nejsvétlejsi) odpovidd absolutni hodno-

té detailnich wavelet koeficientl. Hodnota téchto koeficientt je tim

veétsi, ¢im vetsi je shoda mezi pribéhem signdlu a tvarem wavelet
funkce pfi daném posunuti a méfitku wavelet okénka.

Potlacovani rusivych slozek signdll predstavujici dalsi vyznam-
nou aplikaci DWT se sklada [6] ze tif po sobé ndsledujicich krokt
(obr. 3):

B dekompozici signdlu do urcité trovné N;

B prahovdni vyslednych DWT koeficient(;

B rekonstrukci signdlu s pouzitim upravenych detailnich koeficien-
td od drovné 1 az N a aproximacnich koeficientd z drovné N.
Prahovdni koeficientl je pfitom mozné realizovat volbou global-

ni drovné spole¢né pro vSechny urovné rozkladu (global threshol-
ding) nebo je mozné tuto troven odlisit pro dil¢i dekompozi¢ni trov-
né a aplikovat prahovani lokalni (level-dependent thresholding). Pri
aplikaci prahovéni Ize volit [3] prahovani mékké (soft) a tvrdé (hard)
nebo volit vlastni prahovaci algoritmy. Pfi tvrdém prahovéni se
vynuluji koeficienty jejichZ absolutni hodnota je mensi nez 6 podle
vztahu

yhard (n) = {

Mekké prahovani probiha stejnym zplisobem, ale navic se hodno-
ta d odeditd od absolutnich hodnot koeficientii vétSich nez & podle

vztahu
() = sign(x(n)) (Ix(n)|—8) pro Ix(n)l>3d
Ysor )= 0 pro 1x(n) 1< 8

V porovnani s tvrdym prahovanim nezptsobuje meékké prahovani
nespojitosti ve vysledném zrekonstruovaném signdlu. V programu
Matlab se mékké prahovani pouziva implicitné k odstrafiovani rusi-
vych slozek a tvrdé prahovani ke kompresi [6].

Na obr. 4 jsou demonstrovany vysledky optimalizace prahovaci-
ho koeficientu & pro odstranovani rusivé slozky z signalu EKG s pri-
danym ndhodnym Sumem s Gaussovskym rozloZenim pravdépodob-
nosti. Kritériem je minimalizace stfedni kvadratické chyby MSE ve
zvyraznéném obrazu s vyuZitim vztahu

x(n) prolx(n)l>d
0 prolx(n)l£d “)

®)

N-1

MSE =~ 3 (x(k) - x, (k) 6)
N k=0

kde x(k) je signal po filtraci s vyuZzitim wavelet funkci.

V tab. 1 jsou shrnuty vysledky tohoto experimentu s funkcemi
sym4, db4 a coif4. Pro kazdou z téchto funkci bylo provedeno 30
pokusi pro jednotlivé maximdlni drovné dekompozice (1 aZ 5) a jako
kritérium uspés$nosti odstrannovani Sumu bylo pfitom uvazovano pro-
centudlni zlepseni MSE. Na obr. 3 je zobrazeno globdlni prahovani
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Tah. 1 Uspésnost odstraiovani rusivé slozky ze signalu EEG

Wavelet/Veli¢ina Uroveii dekompozice

1 2 3 4 5
sym4 priméma MSE [107] 7,37 693 614 679 568
rozptyl MSE [1077] 111 28 087 184 032

zlepseni MSE [%] 413 447 513 514 518
db4 primémd MSE [107] 6,80 474 633 749 743
rozptyl MSE [10°%] 450 275 449 434 49

Zlepseni MSE [%] 458 622 497 464 369
coif4 priméma MSE [10°] 710 566 515 595 4,87
rozptyl MSE [107%] 957 18,0 422 609 203

zlepseni MSE [%] 434 549 591 574 586

Tah. 2 Uspésnost odstraiiovani rusivé slozky z obrazu MR

Wavelet/Velicina Uroveii dekompozice
1 2 3 4 5
sym4 primérna MSE [1 0'2] 2,63 1,80 2,03 3,34 4,24
rozptyl MSE [1079] 2,20 2,98 3,81 3,37 1,46
zlepSeni MSE [%)] 38,1 57,7 52,4 21,4 0,0
db4 priméméa MSE [1079] 2,43 1,70 1,95 3,21 4,24
rozptyl MSE [1079] 186 249 238 366 146
zlepSeni MSE [%] 42,6 60,1 54,3 24,5 0,0
coif4 primérna MSE [1 0'2] 2,53 1,61 1,94 3,96 4,24
rozptyl MSE [1079] 2,27 1,49 1,88 6,99 1,46
zlepseni MSE [%) 40,4 62,1 54,4 6,9 0,0

(a) ptivodni a zasuméné EKG (b) ptivodni a vycisténé EKG

— plvodni EKG
— zasuméné EKG
— vycisténé EKG
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Obr. 3 Potlacovani rusivych sloZek signalu EKG prahovanim koeficienti
DWT: (a) piivodni a degradovany signal, (b) plivodni a zvyraznény
signal, (c) dekompozice a rekonstrukce do tieti irovné pomoci funkce
sym4, (d) koeficienty degradovaného signalu a odhad prahovaci tirovneé,
(e) princip mékkého prahovani, (f) modifikované koeficienty pro
rekonstrukci signélu

(a) zlepseni MSE [%]
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Obr. 4 Vysledky potlaéovani ruSivé slozky signalu EKG: (a) relativni
zlepSeni MSE, (b) hledani optimaini hodnoty prahu

detailnich wavelet koeficientl do tfeti trovné dekompozice pomoci
wavelet funkce coif4.

Zpracovani obrazi
Wavelet transformace se ve zpracovani obrazli pouZiva zejména

pro detekcei hran a textur, vodotisk, kompresi dat, potlacovéni jejich

rusivych slozek a kédovani charakteristickych vlastnosti obrazd pro
naslednou klasifikaci [6] jejich komponent. Vyznamnou aplikacni
oblasti je pfitom analyza biomedicinskych obrazli magnetické reso-
nance (MR) zaloZend na prahovani koeficienti DWT po jejich
dekompozici vhodnou wavelet funkci. Princip odstrafiovani Sumu

z obrazu s pouzitim DWT je analogicky k postupu pro zpracovini

jednorozmérného signdlu, ktery mize byt chapan jako zvlastni forma

obrazu redukovaného na jeden sloupec. Postup dekompozice doku-
mentovany na obr. 5 lze pro obrazovou matici [G(n, m)]y,, shrnout
do nésledujicich krokd:

m vychozi obrazova matice [G(n, m)]y,, se dekomponuje do prvé
urovné (na detailni a aproximacni slozku) samostatné pro kazdy
fadek pomoci konvoluce obrazovych elementt s dekompozi¢nimi
vektory hodnot 1,(k) (pro scaling funkci), resp. hy(k) (pro wave-
let funkci), a po podvzorkovani dvéma se vytvoii nové obrazové
matice [G; (n, )]y yp @ [Gy(n, m)]y s

m kazdd z obrazovych matic [G (n, m)] a [Gy(n,m)] se zpracuje
podobnym zpiisoben po sloupcich a po podvzorkovani dvémi se
vytvoii celkem Ctyfi nové obrazové matice zahrnujici aproximac-
ni koeficienty A,(n, m) = [Gy; (1, m)]yy . horizontdlni detaily
H(n, m) = [Gyy(n, m)]y,pp vertikdlni detaily V,(n, m) =
[Gu(n, m)ypy, a diagondlni detaily Dy(n, m) =
[Guu(n, m)] 2,412 Pivodniho obrazu.

Obrazovou matici A ,(n, m) — s poloviénim poctem radkd i sloup-
cli oproti matici plivodni — 1ze pouzit nasledné jako zdklad pro dalsi
dekompozici a redukci rozméru ptivodni obrazové matice. Vysledek
dekompozice redlného obrazu do prvé trovné je pro funkci sym4
uveden na obr. 5c a prislusné koeficienty dil¢ich matic sefazené po
sloupcich jsou zndzornény na obr. Se.

Dekompozi¢ni matice je mozné dale pouzit pro rekonstrukci
pvodniho obrazu podobnym zplisobem jako pti zpracovani signald.
V pripadé, Ze hodnoty matic se neméni, 1ze ptivodni obraz zrekon-
struovat bez ztraty informace pomoci nulovych hodnot vloZenych
mezi dekomponované prvky a s uzitim rekonstrukénich filtrd 1(n)
a h(n). V piipadé modifikace dekompozi¢nich matic lokdlnim nebo
globdlnim prahovanim jejich hodnot 1ze vSak dil¢i obrazové elemen-
ty potlacit. Na obr. 5fjsou zobrazeny vysledné koeficienty po jejich
modifikaci s pouZitim vhodné zvolené prahové Grovné §a na obr. 5d
je uveden prislusny rekonstruovany obraz.

Pro urceni prahové drovné existuje cela rada pristupli. V uvede-
ném pripadé byla optimdlni hodnota prahu ur¢ovana numericky hle-
danim minima souétu ¢tverct odchylek mezi ptivodnimi a rekonstru-
ovanymi hodnotami pro uroven prahu volenou v rozmezi
minimdlnitho a maximdlniho dekompozi¢niho prvku podobné jako
v pripadé jednorozmérnych dat. V tab. 2 jsou obsazZeny vysledky
dosazené pri odstraiovani pfidaného nahodného Sumu z obrazu MR
s vyuzitim funkci sym4, db4 a coif4 pri 30 experimentech pro
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vénovana moznostem optimalizace prahovacich koeficientdl pro roz-
dilné drovné dekompozice a zvolené analyzujici wavelet funkce
s aplikaci uvedeného pristupu pro zpracovani signald EKG a MR
obrazu patetfe. Souhrnné lze konstatovat, Ze wavelet transformace
poskytuje Siroké moznosti analyzy a zpracovani signdlG a obrazid
s rozsahlymi aplikaénimi moznostmi v fadé obord.

Prace vznikla v ramci vyzkumného zdméru MSM 6046137306
Fakulty chemicko-inZenyrské na Vysoké Skole chemicko-technolo-
gické v Praze. Biomedicinskd data byla laskavé poskytnuta Centrem
neurologické péce v Rychnové nad Knéznou.

Lektoroval prof. Ing. Pavel Sovka, CSc.

Obr. 5 Odstranéni Sumové slozky z MR obrazu patefe pomoci prahovani
DWT koeficientli: (a) Mallatovo schéma 2D DWT, (b) obraz MR

s pfidanym nahodnym Sumem, (c) prvni irovei wavelet dekompozice
pro funkci sym4, (d) zrekonstruovany a interpolovany obraz (spline
interpolace), (e) absolutni hodnoty wavelet koeficientt, (f) koeficienty
upravené prahovéanim

dekompozice od prvé do paté urovné. Kritérium dspesnosti je pritom
uvadéno ve formé procentudlni zlepSeni stfedni kvadratické chyby
MSE. Nejlepsi vysledky byly dosazeny pii dvou trovnich dekompo-
zice, kde byly vSechny tfi wavelet funkce pfiblizné stejné Uspésné
v redukci MSE. Na obr. 6 je zndzornéno odstrailovani rusivé slozky
pomoci prahovani detailnich wavelet koeficientd do druhé trovné
dekompozice s pouzitim db4 wavelet funkce. Prahovani je mékké
a globdlni s hodnotou prahu urcenou zminénym optimalizaénim
postupem. Rozliseni zrekonstruovaného obrazu je zjemnéno pomoci
spline interpolace.

Zavér

Cilem prispévku bylo sezndmeni s moznostmi uziti wavelet trans-
formace pri analyze a zpracovani biomedicinskych signald a obrazd.
dekompozice dat z hlediska jejich dalsitho zpracovani pro potieby
potlacovani aditivnich ruSivych slozek. Zv14stni pozornost je pfitom

(a) degradovany obraz (b) dekompozice

(c) rekonstrukce
o j

(d) wavelet koeficienty dvou trovni dekompozice s DB4
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Obr. 6 Odstranovani Sumu z MR obrazu patere pomoci prahovani
detailnich wavelet koeficientii: (a) obraz MR znehodnoceny aditivnim
nahodnym Sumem, (b) wavelet dekompozice do druhé drovné s pouZitim
funkce db4, (c) rekonstrukce obrazu z prahovanych koeficientd,

(d) wavelet koeficienty zaSuméného obrazu a prahovaci rovei
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