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Abstrakt

V tomto prispévku chceme étendire sezndmit s moznostmi vyuZiti programového
baliku MATLAB p ¥i pripravé uéitelia zdkladnich a skednich Skol na Pedagogické
fakult& Jihoteské univerzity vCeskych Budfovicich se zaméfenim na aplikaci
metody Monte Carlo. Clanek obsahuje striénou charakteristiku této metody, kratké
sezndmeni s jeji historii a konkrétni ukéazky, které mohou budouci absolventi
s Uspmchem vyuzit v praibéhu vyuéovani. Tyto ukazky jsou doplrény zdrojovymi kody
napsanymi v MATLABuU.

1 Uvod

Jednim z hlavnich trefdsowasného Skolstvi je masivni za¥ad vypaetni techniky na
vSechny typy Skol. Odditeli se pak pravemdekéavéa, Ze budou schopni tohoto vybaveni vyudit p
své [Fipraw na vywovani i v pfibéhu vyuky. BZné je jiz vyuZiti peéitate propojeného
s dataprojektorenti dotykovou tabuli, vyuZziti p&tatovych program jako je napiklad program
Famulus ve fyzice, vyukového software (filfad od firmy LangMaster) atp.&5ina witelt se vSak
stale snazi vyp@dat s problémem, Ze diuneumi programovatibec nebo jen v programovacim
jazyku, ktery je pro vyuZiti ve vyuce zcela nevhpdndivodu Spatn&itelnosti zdrojového koédu.
Tento nedostatek |ze v s@snosti jednoduse odstranit programovani v MATLABuU. | kdyZ je tento
programovaci jazyk den gedevSim pro poeby pcitacového modelovani v technické praxi,
zpracovani statistickych datizeni experimerit atp., je jeho vyuZiti ve vyuce vice nez vhodné.
Odpada naiiklad nepijemné deklarovani prainnych, slozZité vypisovaniiikazi pro vykresleni
grafického vystupu na obrazovkiu programovani delSich, studént hife citelnych pasézi. Vlastni
zdrojovy kod pak riZze tvait pouze rkolik dobie srozumitelnychiadka, jejichz pochopeni nezakryje
vlastni podstatu problému.

VyuZiti tohoto nastroje ndfklad v matematicei fyzice dava vydujicimu celouradu dalSich
moznosti jak Zaky zaujmout a motivovat. Studemtpak umo#uje osvojit si moznostieSeni
nekterych dloh novymi metodami, protoZze bez vyuZitkiaée jsou prakticky odkazani pouze na
vyuziti analytického fistupu, ktery se zpravidla redukuje na poid&eni jednéi soustavy Bkolika
algebraickych rovnic. Studenti se tak mohou ifldpd sezndmit se stochastickymi metodami, tj.
metodami zaloZzenymi na o pravdpodobnosti a zékdn statistiky, pirozenym zgisobem a
jednoduse vykreslit grafy funkci, &iit si spravné&eseni soustavy rovnic...

VétSina webnic se moznostmieSeni matematickychti fyzikalnich udloh jinymi, nez
deterministickymi metodami, ibec nezabyva. itom nekdy byva vyuZziti stochastickych metod
mnohem efektivéiSi a pro Zaky ufité zajimawjsi, vice motivujici. Proto v nasledujicim textu
popiSeme zakladni principy uZiti taggji pouzivané stochastické metody - metody MonteldCaan
ukdZeme #&kolik jednoduchych fikladi (vypccet Cisla 71, geometrické plochy obrazeg objemu
télesa, simulace fyzikalnich jév difaze, pohybu nabitycléastic v elektrickém poli, atd.). Pro
ilustraci uvadime zdrojové koédy vybranych mddelapsané v MATLABuU. Wime, Ze timto
zpasobem pispéjeme k roz&eni toho nastroje do nasich Skol.



2 Metoda Monte Carlo

Metoda Monte Carlo je metodou stochastickou, carmma, Ze hledany vysledek je ziskdvan
na zaklad pottu pravépodobnosti. Mezi tirce metody pdt predevsim J. von Neumann, E. Fermi a
N. Metropolis. Jeji prudky rozvoj lze datovat obdulkonce druhé stové valky, kdy jsou v oblasti
atomového vyzkumu vyuzivany fitece. Statistické zaklady metody formuloval v této &idb von
Neumann.

Zakladni principy vSak byly vysloveny jiz v roce 77, kdy Georges de Buffon formulovaligv
znamy problém s jehlou (viz [1]). Na zakéaéeSeni této Ulohy pak bylo moznocitrs vyuZitim
nadhodnych jefr hodnotugisla 77. Nevyhodou vSak byla nutnost realizace velkéhétypoahodnych
jevu, coz je problém, ktery je bez fitace &€Zko teSitelny.

Reseni problému metodou Monte Carlo (MMG)Zz@eme rozdlit do tii kroka.

1. Rozbor problému a navrh modelu

e

Z hlediskareSeni problému se jedna o negZitéjSi krok. | kdyZ je MMC pouZitelna prakticky
u vSech probléi a jeji formulace neni sloZita, nalezeni vhodnéhustypu nize
nezkusenémiesiteli¢init nemalé potize.

2. Generovani nahodnych wéh, jejich transformace na velny s danym statistickym
rozcelenim.

Tento krok byva zpravidla opakovan v cyklu, dokusl ldedana hodnotarips neliSi od
hodnoty dané vypdem. Rychlost konvergence chyby vysledku k nulogdriot je u MMC
piiblizn¢ rovna gevracené hodndtodmocniny z p&tu realizovanych pokusN, zéehoz
plyne, Ze nepé#t mezi metody nejefektivijsi.

3. Statistické zpracovani vysledk

Hledand hodnota je zpravidla danakterym z momerit statistickych veliin, negastji
stredni hodnotou.

Druhy a teti krok je ve své podstatrutinni zélezitosti a detailni informace lze naléz
napiklad v publikaci [2]. VlastnfeSeni problému se provadi v prvnim kroku.

3 Aplikace metody na konkrétni jednoduché problémy

3.1 Vypcet ¢isla 71

Urceni ¢isla 7 MMC je jednoduché a pro Zaky velice motivujicfe@stavme si, Ze mame
¢tverec o hra& velikosti 2, do ghoZ je vepsan kruh o maximalnim obsahu (viz obrStranyctverce
nechlt jsou rovnobzné s matematickymi osami kartézské soustavyfasimé, poatek sobadné
soustavy leZi ve sdu kruznice. Kazdy bod uvhittverce je definovan uspédanou dvojicicisel

[1.,v,], pricemz y; 0(~11) je nahodnéislo. Podil petu ¢isel lezicich uvnitkruhu N, a v3ech
¢isel generovanych uviittverce N .., j€ roven podilu obsahu kruh&,, a obsahuitverce
S tj.

ctverec?

Nkruh - s«uh - ﬂrz ) (1)
N S

ctverec S

celkem ctverec

Zname-li p@et generovanychbisel a polonsr kruhu, pak Ize préislo 71 pséat
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celkem

Zdrojovy kod pak mize vypadat nagklad takto.

pol omer =1;
N cel kem=1000000;

ganmal=2*rand(N_cel kem 1)-1
ganmma2=2*r and(N_cel kem 1)-1

v_kruhu=fi nd((ganmal. *"2+gamm?2. ~2) <pol oner . "2);
N _kruh=si ze(v_kruhu, 1);

pi =4*N_kr uh/ ( N_cel kent pol oner. *2)

Priblizna hodnota dana vyptem ¢inila v naSem fipad 3,1419, vypoet trval na Bzném
paocitati necelou sekundu.
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Obrazek 1: K vypoctu ¢isla 71.

3.2 Vypaéet jednorozmérného uréitého integralu
Pri vypoctu jednoroznirného integrélu

| = j f (x)dx )

lze vyuZzit poznatk z predchoziho fikladu. Kruh v tomto fipadt nahradime obecnym geometrickym
Gtvarem - viz obr. 2. Postup je obdobny:

1. Nejprve ugime maximum integrované funkcecé&muz Ize vyuzit nagklad funkci max().
Tato hodnota rive byt pro pdeby vyp@tu nepatrtd zwtSena (napklad o 10%),¢imz
zabranime tomu, Ze skdteé maximum lezi mezi nadefinovanymi uzly.

2. Definujeme obdélnik dany stranami AB, BC



3. Generujeme uspadané dvojice nahodnyefsel [y, y,], 1, 0{(a,b), y, 0(0,max(f (x))),

a paitame pondr mezi body, které lezi uviiintegrované plochy a vSemi nagenerovanymi
¢isly. Hodnota integralu se pakcupodle vztahu

N
| =SBl S ik (4)

celkem
Ukazku provedeme na vy hodnoty integralu funkce sinus na intervéml 7T>, skut&na

hodnota je rovna 2, hodnotacana MMC byla v naSemiipact 2,0026. K vypoétu jsme pouZili
milion nahodnych¢isel. Jelikoz program MATLAB generuje nahodéidla rovnomdrné rozlozena

vintervalu(0,1), musime je transformovat na interal,b) dle vztahu

y'=a+(b-a)y. (5)
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Obrazek 2: Vypocet jednoduchého integralu.

Zdrojovy kod pak mize obsahovat pouze i&dki:

N _cel kem=1000000;
a=0;
b=pi ;

uzl y=a: 0. 01: b;
maxi munmel. 1* max(si n(uzly))

ganmal=(b-a)*rand(N cel kem 1)-a;
ganma2=naxi muntrand(N_cel kem 1);

v_obl asti =fi nd(gamma2<si n(gammal)) ;
N _obl ast =si ze(v_obl asti, 1);

S obdel ni k=maxi nunt ( b-a);
| =S_obdel ni k*N _obl ast/ N _cel kem




3.3 Vypatet dvourozmérného uréitého integralu

MMC Ize také pouZzivat k vygtu obsahu slozitych geometrickyclilets, specialt pak
k vypcctu vicerozndrnych integral. Zatimco analytickymi metodamitthe byt provedeni vygtu
velice zdlouhavé, ne-li nemozné, MMC poskytuje mto gripact velice silny prosedek. Uvedeny
postup lIze nagklad aplikovat i u funkci, které jsou dany tabulkénodnot ziskanou né&plad
experimentalnimi k¥enimi a jejich integrace jinymi metodami beregichozi interpolace dat je
nemozna.

Postup se i vypoctu dvouroznérného integralu filis nelisi od pedchoziho fikladu, pouze
musime uvaZovat jeden roZmnavic, tj. generujeme trojicésel [yl,yz,y3] a rozhodujeme, kolik
takto definovanych badleZi pod integrovanou plochou (v naSefipadt uréujeme objem polokoule
o jednotkovém pologru). Hledany objem je potom daneglpisem

N
I = %Vhranol : (6)

Vypoétem ukena hodnota je 2,0965:g3na hodnota je 2,0944. Doba viuo0,3 s.

celkem

N _cel kem=1000000;

ganmal=2*rand(N_cel kem 1)-1
ganmma2=2*r and(N_cel kem 1)-1
ganma3=rand(N _cel kem 1);

v_obl asti =fi nd(gamml. *2+ganma2. *2+ganma3. *2<1) ;
N_obl ast =si ze(v_obl asti, 1);

V_hranol =4;
I =V_hranol *N _obl ast/ N cel kem

Pro aplnost dodejme, Ze vyiena hodnota je zavisla na athgenerovanych nahodnyéisel.
Proto se mohou vysledky ze dvou vypoliSit.

3.5 Pohyb nabitychéastic v elektrickém poli

MMC se vyuzZiva takeé ip pocitatovém modelovani javz teorie plyti. Na plyn Ize nahliZzet
nejen jako na kontinuum, cozZ je pohkakto pouzivany na zakladnich iestnich Skolach, ale i jako
na soubokastic, které se pohybuji a vzajefrinterreaguji. V hodinach fyzikalniho semiadi kurzu
programovani si mohou studenti vyfitojednoduchy ¢asticovy model plynuéi ionizovaného
prostedi. V modelu nemusi byt zahrnuty vSechny aspek$)iného plynu, ieme se omeazit
nagiklad na soubogastic s konstantni energii. Studentovi pak pgstdadnout dva dlezité kroky:

1. Vyjadtit pohyb¢astic v prostoru dase.
2. Vhodnym zmisobem realizovat vzajemné srddastic.
Prvni krok - pohyb jednotlivycktéastic - Ize jednoduSe popsat pomoci tzv. Eulerdgariamu,
€0Z neni v podstamic jiného nez fepsani klasickych vztahstedoSkolské kinematiky do diferé&mi
formy:
W“:ﬁ“Hﬁm+lEA¥
2m

(7
wﬂ=W+EAt (8)
m

Flt=. 9)



V téchto rovnicich jeF vektor polohy,V vektor rychlosti, At ¢asovy krok, F sila misobici na
¢astici (v gipact modelu idedlniho plynu ji I1ze zanedbatiatitéclen na pravé stra@nrovnice (7) a
druhy ¢len v rovnici (8) tak vymizi, rovnici (8) a (9) takeni nutné &#bec pouzit), m ozna&uje
hmotnost ¢astice. Horni indexy charakterizufiislo ¢asového kroku, dolniislo ¢astice. Jako
dostaujici je vhodné volit délkdasového krokdx107® s, paset &astic v pracovni oblasti nemusi byt
vysoky - v naSemifipads jsme pouZili 5Eastic.

Druhy krok, srédZkucéstic, Ize realizovat tak, Ze kazdastici gidélime ndhodnou volnou
drahué na zéaklad vztahu

E=-Alny,, (10)

(A ozna&uje stedni volnou drahu,y; ndhodnégislo s normalnim rozdenim). Vztah (10) bude
ziejm¢ studentm pripadat nefirozeny, ale jeho Zd/odreni neni sloZité a lze ho provést jednoduSe
interpretaci Poissonovského jevu. Urazédistice ndhodnou volnou drahu, pak nastane srabia, c
v modelufeSime pouze generovanim novéh@rsniastice a novou hodnotafl.

Takto vytvaeny model pak lze vyuZzit nglad pi vykladu jev, jako jsou difuze nebo pohyb
nabitychc¢éstic v elektrickém poli. Ukazka grafického vystypuna obrazcich 3 - 5.

Obrazek 3: Studium difuze - rozloZenfastic na pdatku experimentu (vlevo) a na kor
experimentu v ustaleném stavu (vpravo).

Obrazek 4: Trajektorie jednéastice idedlniho plynu.
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Obrazek 5: RozloZeni elektrain v oblasti elektricky klad® nabité niizky. Z rozlozen
koncentraci jeiejmé, Zetastice jsou rfizkou @itahovany.

4 Zavér

Z uvedenych ukazek jerggmé, Ze metoda Monte Carlo ve spojeni s prograniovéalikem
MATLAB poskytuje budoucim ¢&itelam celou fadu novych moZznosti fip piipraw studijnich
materiah pro své zZaky. Uvedené ukazky mohou byt vyuZityojaémata praci v matematickéth
fyzikalnim seminé, pripadré mohou byt vyuZity gitelem jako motivani prvek. Vyhodou MMC je
bezesporu i to, Ze student musi ,opustit* oblasknoskopického pohledu na dany problém a je nucen
dokre pochopit jednotlivé elementérni jevy, které hidjtovou roli v dané problematice. V3e je
podpdeno velice kvalitnim barevnym grafickym vystupemmaznosti zobrazenfitimenzionalnich
obrazki, jako je tomu naifiklad u obrazku 4.
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