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Abstract

Hookov zákon popisuje vzťah medzi napätím a deformáciou. Pre materiály, ktoré
majú malé tlmenie funguje dostatočne presne, avšak pre materiály (drevo, guma,...),
ktoré majú veľké tlmenie, už efekt tlmenia nemôžeme zanedbať. Pre takéto materiály
sa používajú visko-elastické modely (Kelvin-Voightov, Maxwellov,...) V článku je
ukázané určovanie parametrov Kelvin-Voightovho modelu zo statických
a dynamických meraní vzoriek gumy s využitím Curve Fitting Toolbox-u z Matlabu.

1 Úvod
Pri modelovaní správania sa pneumatík je nutné poznať modeli a charakteristiky modelov

materiálov, z ktorých sa pneumatika skladá. V článku sa zaoberáme modelovaním a hľadaním
koeficientov modelov gumy zo vzoriek gumy pre pneumatiky.

2 Kelvin-Voightov a Mawwellov model
Najviac používané modely, ktoré popisujú aj frekvenčne závisle vlastnosti gumy je Kelvin-

Voigtov model a Maxwellov model, kde vlastnosti materiálu sú uvažované v dvoch zložkách.
Elastické vlastnosti materiálu sú modelované ako lineárna pružina s konštantnou tuhosťou a viskózne
vlastnosti materiálu sú modelované ako lineárny tlmič s konštantným tlmením. Tieto dva prvky sú
v modeli paralelne zapojené (Kelvin-Voigtov model) alebo sériovo (Maxwellov model).
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Obr. 1 Kelvin-Voigtov model Obr. 2 Maxwellov model materiálu

Kelvinov-Voigtov model (Obr. 1.) je popísaný diferenciálnou rovnicou v tvare
( ) ( ) ( )ttEt εηεσ &+= (1)

kde η  je koeficient viskozity. Riešenie diferenciálnej rovnice je v tvare
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Pre prípad zaťaženia konštantným napätím ( ) σσ =t je riešenie v tvare
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je relaxačný čas. Analogicky dostaneme všeobecné riešenie pre Maxwellov model (Obr. 2) v tvare
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Pre prípad zaťaženia konštantným napätím ( ) σσ =t je riešenie v tvare
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Z týchto základných modelov môžeme skladať zložitejšie modely materiálu, ktoré sú bližšie
k reálnej charakteristike materiálu.

3 Pozdĺžne kmitanie tyče
Pre vyhodnotenie dynamických meraní si uvedieme stručne teória popisujúcu pozdĺžne

kmitanie tyče. Pohybová rovnica tyče (model je na Obr. 3)
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kde L je dĺžka tyče, ( )xS  je prierez tyče, ρ je hustota materiálu, ( )txq ,  je záťaž v mieste x a v čase t,
( )txu ,  je posunutie prierezu ( )xS  v mieste x a v čase t.
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Obr. 3 Pozdĺžne kmitanie tyče Obr.4 Okrajové podmienky upevnenia tyče

Riešením parciálnej diferenciálnej rovnice (7), pre okrajové podmienky (Obr. 4)
( ) ( ) ( )tLumtLuEStu ,,;0,0 1 &&−=′= (7)

kde m1 je hmotnosť závažia, dostávame frekvenčnú rovnicu v tvare
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Ω  je vlastná kruhová frekvencia pozdĺžneho kmitania tyče a oc  má fyzikálny význam rýchlosti
pozdĺžnej vlny.

 
Obr. 5 Statické meranie Obr. 6 Dynamické meranie



4 Meranie
Vzorka gumy sú v tvare valca s rozmermi 3.1091,5,12,5,29 −=== mkgmmLmm ρφ . Vzorky boli

merané v statickom a dynamickom režime. Pri merani v statickom režime boli zaťažené konštantným
tlakom na aparatúre na Obr. 5. Vzorky sme merali pri jednoosovom a trojosovom stave napätosti.
Merania boli vykonané na 10 vzorkách pri rôznych záťažiach pri konštantnej teplote  21°C. Po
každom meraní sa nechala vzorka 24 hodín relaxovať. Na Obr. 7 je ukážka statického merania

Dynamické merania sme vykonali na zariadení na Obr. 6. Odozva bola meraná pomocou
meracieho reťazca pozostávajúceho z budiča Brüel&Kjær Mini-shaker 4810, snímača zrýchlenia,
nábojového zosilňovača, AD/DA prevodníkovej karty a počítača. Frekvenčná odozva bola meraná
v rozsahu od 50Hz do 2500Hz.

Obr. 7 Pomerné predĺženie v závislosti na čase

5 Vyhodnotenie meraní
Merania sme vyhodnocovali pomocou Curve Fitting Toolbox-u v programe MATLAB. Na

základe nameraných priebehov a predpokladaného matematického modelu v tvare (8) sme navrhli
štyri regresné modeli
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Obr. 8 Regresné modely (10), (11), (12)

Hľadanie koeficientov regresných modelov sme previedli na riešenie nelineárnej optimalizačnej
úlohy pomocou metódy najmenších štvorcov. Pre výpočet sme zvolili robustný algoritmus „Trust



Region method“ s vedľajšími podmienkami, ktoré požadovali kladnosť koeficientov a, b, c. Model (9)
sa ukázal ako nevyhovujúci.

Koeficienty modelov môžeme porovnať z výsledkov z dynamických meraní (Obr. 9).
Z nameranej prenosovej funkcie môžeme zistiť vlastnú kruhovú frekvenciu a riešením rovnice (8)
vypočítať Youngov modul E. Zo šírky piku sa môžeme určiť η  je koeficient viskozity
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Obr. 9 Nameraná FRF funkcia

5 Záver
V článku je ukázaný postup merania a vyhodnotenia Youngovho modulu v ťahu-tlaku E a

dynamickej viskozity η  gumy. Navrhli sme 4 rôzne modely, ktorých parametre sme určovali
pomocou nelineárnej metódy najmenších štvorcov. Jeden model nedával zmyslu výsledky a bol
z vyhodnotenia vylúčený.

Literatúra
[1] Kuba, F. Teorie pružnosti a vybrané aplikace. SNTL/ALFA, Praha 1982.
[2] Němec, J. – Puchner, O. Tvarová pevnost kovových těles. SNTL/ALFA, Praha 1971.
[3] Bartko, R. – Valášek, R. – Malíčková, P. – Vavro, J. – Fandáková, M. Experimental

Determination of Young’s Modulus of Rubber from Static and Dynamic Measurements, XI
International Conference Computer Simulation in Machine Design. COSIM2006, Krynica Zdrój,
Poľsko, 2006.

[4] Sjöberg, M. – Leif, K. Non-Linear Behavior of a Rubber Isolator System Using Fractional
Derivatives. Vehicle System Dynamics, Vol. 37, No. 3, pp. 217-236, 2002

[5] Nielsen L.F. – Wismer N.J. – Gade S. Improved Method for Complex Modulus Estimation.
Application note B&K Denmark, pp.1-7.

Ing. Róbert Bartko, PhD.
Katedra fyzikálneho inžinierstva materiálov
Fakulta priemyselných technológií, TnUAD
I. Krasku 491/30
020 32 Púchov
e-mail: bartko@fpt.tnuni.sk
tel.: +421 42 4613840



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /SyntheticBoldness 1.00
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /DownsampleColorImages false
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages false
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /DownsampleGrayImages false
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages false
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /DownsampleMonoImages false
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages false
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /Unknown

  /Description <<
    /FRA <>
    /ENU (Use these settings to create PDF documents with higher image resolution for improved printing quality. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later.)
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f30019ad889e350cf5ea6753b50cf3092542b308000200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e30593002537052376642306e753b8cea3092670059279650306b4fdd306430533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e30593002>
    /DEU <>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /ESP <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>






    /HEB (Use these settings to create PDF documents with higher image resolution for improved printing quality. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later.)
    /CZE <>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


