VLIV MODIFIKACE MATICE HMOTNOSTI NA VYSLEDKY
MODALNI ANALYZY

Tomas Brzobohaty, Alexandros Markopoulos
Fakulta strojni, katedra mechaniky

VSB-TU Ostrava, T¥ida 17. listopadu 15, 708 33

Abstrakt

Pti FeSeni dynamickych iloh metodou kone¢nych prvki je potieba sestaveni nejméné dvou
matic. K matici tuhosti ze zikladni strukturalni analyzy je nutné pridat matici, ktera bude
postihovat setrva¢né ucinky zkoumané oblasti, matici hmotnosti. DileZitym rozdilem mezi
matici hmotnosti a tuhosti je moZnost pouZiti diagonalni matice hmotnosti. V programu
MATLAB byla provedena modalni analyza se ¢tyfmi modifikacemi matice hmotnosti na
konecnoprvkové siti vytvorené v programu ANSYS. Dosazené vysledky v MATLABu byly
srovnany s vysledky ANSYSu.

1. Uvod

V programu MATLAB byla provedena modalni analyza s pouzitim metody konecnych
prvki. Analyza byla provedena pro tfi typy kone¢nych elementd (tyC¢ovy, nosnikovy, 3D
hexahedral). U kazdého modelu byl vypocet proveden pro tii rizné modifikace konzistentni
matice hmotnosti. Pro 3D analyzu bylo vyuZito programového prostiedi ANSYS, ve kterém
byla vytvofena geometrie koneCnoprvkové sité, ktera byla nasledné exportovana do
MATLABu. Importovand data byla pouzita pfi sestaveni potfebnych matic pro modalni
analyzu. Vyhodou tohoto postupu je moznost srovnani dosazenych vysledku s védomim
pouziti identickych siti pouzitych jak v ANSYSu tak v MATLABu.

Pii feSeni probléml dynamiky pomoci metody konecnych prvkil, je zapotiebi k matici
tuhosti znamé ze zékladni strukturalni analyzy pfidat matici, kterd bude postihovat setrvaéné
ucinky zkoumané oblasti, tedy matici hmotnosti.

Matice hmotnosti je sloZzena z hmotnostnich pfispévki jednotlivych elementd a pro jeji
konstrukci je mozné pouzit nékolik znamych metod:

e diskretizace principem virtualnich praci — konzistentni matice hmotnosti
e piima diskretizace - matice soustfednych hmotnosti
e HRZ diagonalizace

e kombinovana metoda

Posledni zuvedenych moznosti diskretizace kontinua je obecnéj$i vzhledem k tomu, ze
obsahuje oba pfedchozi typy. Prvni dva typy diskretizace jsou standardem v metodé
kone¢nych prvki a jsou implementovany ve vétsing softwaru pro analyzu MKP.



1.1 Princip virtualnich praci — konzistentni formulace

Jako ptiklad uvazujme jednoduchy dvou-uzlovy tyCovy prvek délky /, plochy pii¢ného
prafezu 4 a hustoty p, ktery se miize posouvat pouze ve sméru x. Celkovad hmotnost elementu
je m‘ = pAl. Vytvofeni matice hmotnosti je zaloZzeno na varia¢ni formulaci. Kineticka

energie elementu s mérnou hmotnosti p na oblasti Q° a s polem rychlosti ¥v* je

e __ 1 e\ e e
T—gé[p(v)de. (1.1)

Pole rychlosti oblasti Q° je interpolovano tvarovou funkci, v¢ = N'u“ kde a° jsou uzlové
rychlosti a N je matice tvarovych funkci. Dosazenim této interpolace do rovnice (1.1) a
vytknutim uzlovych rychlosti pfed integral dostavame kinetickou energii ve tvaru

7= @) [ o (N N = 2w i (1.2

ze které¢ tedy plyne konzistentni matice hmotnosti ve tvaru
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Pro dvou-uzlovy tyCovy prvek jsou tvarové funkce N, =1-

T -,
N ;= l :
matici hmotnosti ve tvaru

= ¢ . Dosazenim do (1.3) za predpokladu dz = ld{ tedy dostavame konzistentni
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1.2 Pfima diagonalizace matice hmotnosti

Tuto matici obdrzime pfimym rozdélenim celkové hmotnosti elementu do jednotlivych
uzld. Diagondlni matici soustiednych hmotnosti lze ziskat i z konzistentni matice, a to
seCtenim fadkd nebo sloupct matice hmotnosti, a nasledném nahrazeni diagondlnich prvka

témito soudty. Ozna¢ime-li matici hmotnosti vstupujici do algoritmu M’ je postup tvorby
diagonalni matice hmotnosti nésledujici:

a) ur¢ime konzistentni matici hmotnosti

b) ur¢ime jednotlivé soucty Sj
Suy = ZME}J) pro i=1..n
j=1
kde n je pocet stupiili volnosti daného elementu.

¢) nahrazeni ptivodnich prvka matice hmotnosti prvky podle schéma

Me(t]) =0 pro " # .] Me(i’i) = S(I) pro 1= 1,...”



1.3 Kombinovana metoda

Tato metoda je zobecnéld metoda kombinujici dvé pfedchozi, a to vyjadienim matice
hmotnosti jako linedrni kombinace » riznych matic hmotnosti.

M =Y uM; (1.5)
i=1

Podle toho, jaké slozky matice hmotnosti M; pouZzijeme, a jaky nezéavisly parametr p;
stanovime, vyplyvaji mozné varianty sestaveni matice hmotnosti. Nejzndméjsi schéma
sestaveni matice hmotnosti je zalozeno na pouziti vdzeného priméru konzistentni a
diagonalni matice soustfednych hmotnosti

M; = (1- )M, + uM; , (1.6)

kde u je tedy nezavisly skalarni parametr. Tuto matici hmotnosti mizeme tedy nazvat napf.
vazenou matici hmotnosti. Pokud bude x# = 0 nebo x =1, bude tato kombinace redukovana

zpét na konzistentni nebo diagondlni tvar matice hmotnosti. Pro definovany dvou-uzlovy
tyCovy prvek dostdvame pii pouziti této metody matici hmotnosti ve tvaru

€= _ —_ — = — . 1.
M, =(1 ,u)6pAl L 9 +,u2pAlO ) 6,0Al \— 4 2+ 4 (1.7)

Z hlediska minimalizace rozptylu nizSich frekvenci se jako nejlepsi volba nezévislé
konstanty u jevi x=0.5.

1.4 HRZ diagonalizace matice hmotnosti

Za kratkym ndzvem této metody se skryvaji pocateni pismena jmen autort této metody.
Clanek z roku 1976, Hinton E., Rock T. and Zienkiewicz, O, “A note on mass lumping and
related processes in the finite element method,” doporucuje poc¢ate¢ni matici hmotnosti, ktera
je obvykle konzistentni, upravit na diagonalni tvar pies vhodny Cdinitel, ktery zachova
celkovou setrvacnou energii prvku. Metoda HRZ je metodou ovéfenou a ma piijatelnou
fyzikalni odezvu.

Algoritmus metody HRZ je podobny metodé v predchéazejici kapitole. Dochazi zde
k vypoctu celkové hmotnosti elementu, kterd je néasledovné pod€lena souctem vybranych
diagonalnich prvka matice hmotnosti. Oznacime-li matici hmotnosti vstupujici do algoritmu

M°, je postup tvorby diagonalni matice hmotnosti nasledujici:

a) ur¢ime konzistentni matici hmotnosti podle (1.3).

b) ur¢ime jednotlivé soucty podle daného schéma

S = ZZMC(M) D= ;Mea.i)

i=1 j=1
kde 7 je pocet stupiii volnosti.

¢) nahrazeni pivodnich prvki matice hmotnosti prvky podle schéma

e o oS |
M (4,5) =0 pro i * J M (i,0) = EM(Y.’?") pro 1= 17...77,



2. Vlastnosti matice hmotnosti ty¢ového prvku

Jako prvni porovname tii jiz diive definované typy matice hmotnosti jednoduchého dvou-
uzlového tyCového prvku. Porovnani jednotlivych typi provedeme na vypoctu volného
kmitani tyce. Provedeme tedy vypocet vlastnich frekvenci a tvari kmitani pro jednotlivé typy
matice hmotnosti.

V grafech 2.1 jsou zndzornény vlastni frekvence tenké ty¢e modelované dvou-uzlovym
tyCovym elementem a to dvéma prvky v ptipade€ a), 10 prvky v pripad€ b) a nakonec 50 prvky
v piipadé¢ ¢). Dale byla urcena relativni chyba metody konecnych prvkit vzhledem
k analytickému odvozeni velikosti vlastnich frekvenci volné tyce.

o |Analyticky — MKP|
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10 frekvenci pro konzistentni a diagonalni matice hmotnosti, 22 frekvenci pro kombinovanou
formulaci. Je tedy jasné, Ze nejlepsich vysledkii z hlediska konvergence vlastnich frekvenci
dosahuje systém s pouzitim kombinované matice hmotnosti.



Jak jiz bylo uvedeno, je z hlediska minimalizace rozptylu nizsich frekvenci nejlepsi
nastaveni nezavislé konstanty x na hodnotu x =0.5. V grafu 2.3 jsou hodnoty vlastnich
frekvenci pro tfi rizné konstanty u (0.2, 0.5, 0.8). Pii porovnani relativni chyby feseni, pro tfi
riznd nastaveni konstanty u pfi tvorbé matice hmotnosti, je z grafu 2.4 patrné chovani
konvergence k pfesnému fteSeni. NejpiesnéjSich vysledkti dosahuje matice hmotnosti

vyjadiend jako linedrni kombinace diagonédlni a konzistentni formulace s nezavislou
konstantou g =0.5.
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Graf 2.5 Disperzni vlastnosti tenké tyce
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3. Vlastnosti matice hmotnosti nosnikového prvku

Uvazujme dvou-uzlovy nosnikovy element délky /, plochy pii¢ného prifezu A a hustoty p.
V kinetické energii prvku neni zahrnut moment setrvacnosti. Pokud budeme uvazovat

usporadani stupiitt volnosti u‘ = [7"1,(01,7"2,%] a pouzijeme-li kubické tovarové funkce,
dostavame konzistentni matici hmotnosti nosnikového elementu ve tvaru

(156 221 54 -13[]

2 2
pAI| 220 4131 =3l
420| 54 131 156 -22I
~131 -317 —221 AP

ij—z (N°) Ndg ==

kde 0,5/ je jakobian J =dz/d¢{ . Diagonalni matici hmotnosti nosnikového prvku
dostavame, pokud stejné jako u tyCového prvku rozdélime celkovou hmotnost do dvou

krajnich uzlti. Dale je nutné zachovat rota¢ni stupné volnosti prvku. Diagonalni matice
hmotnosti s respektovanim nataceni je

T 0 0 0 kde o je nezaporna konstanta. Pokud je « =0, neni
v matici hmotnosti respektovano natoceni uzli. V nasem
Ot_l2 0 0 ptipadé zvolime konstantu « =17,5.

M’ — PAL 210 Dalsi moznosti sestaveni diagondlni matice hmotnosti
r 2 10 0 1 0 nosnikového prvku je diagonalizace metodou HRZ.
) Nejprve se ur¢i celkovd hmotnost elementu S, a dale
0O 0 0 al” soucet diagonalnich prvkl piislusejicich pouze k stupiiim

L 2104 volnosti posuvného charakteru (pfeskakuji se natoceni).

S = 2.2 M’ =m, = pAl D= ZM‘(Z ) =312

Na grafech 3.1 jsou zndzornény vlastni frekvence jednostranné vetknutého nosniku
modelovaného a) 2 prvky, b) 10 prvky, ¢) 20prvky. Ke stejnym vysledktim, jako pii pouziti
matice HRZ, dospéjeme pii pouziti diagondlni matice hmotnosti s konstantou o, mensi nez je
ptedchozi volba 17,5.

Na grafech 3.2 jsou zobrazeny relativni chyby kmitdni krakorcového nosniku pro rtizné
déleni kontinua na kone¢né prvky.
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Graf 3.2 Relativni chyba MKP
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Dal$i moznosti vytvofeni matice hmotnosti je pouziti kombinované formulace, tedy
stanoveni matice hmotnosti jako linedrni kombinace konzistentni a diagonalni matice.

M; = (1-p) M + uM,

Na grafu 3.3 jsou zndzornény vlastni frekvence krakorcového nosniku pro kombinovanou
formulaci matice hmotnosti. Frekvence byly vypocteny pro tfi rizné konstanty u pfi nastaveni
parametru ¢ v matici hmotnosti na 17,5 a v jednom ptipadé na hodnotu 5.

Pti nastaveni =0.1, u=17.5, dochazi k nejmensi relativni chyb¢ feSeni. Vétsina pocitanych
frekvenci si drzi chybu pod tfemi procenty. Pokud zdvojnasobime pii tomto nastaveni pocet
pouzitych prvki, dostdva se chyba feSeni u vSech srovnavanych frekvenci pod hranici tfi
procent. Ve srovnani s prubéhem chyby feSeni diive definovanych formulaci matice
hmotnosti je pribéh této formulace odliSny, ale dochazi ke zpfesnéni frekvenci v celém
rozsahu daného spektra. Pii pouziti této matice hmotnosti ztracime jistotu konvergence
vlastnich frekvenci shora.
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4. Matice hmotnosti Sestisténu

Pro prostorové ulohy byl pouzit Sestisténny prvek se tfemi zobecnélymi posuvy v kazdém

z jeho osmi uzli.
{4} = [91, 92,93, QZ4]T = [uy, vy, wy, -+, WS]T

u = Nyq; + Nyqy + -+ + Ngqpo
v = Nyqp + Npqs + -+ + Ngqy3
w = Niq3 + Npqe + - + Ngqas

X = lel + Nzxz + -+ N8x8
Yy = Niy1 + Ny, + -+ Ngyg
zZ = N121 + N2Z2 + -+ N8Z8

Tvarové funkce jsou definovany ve tvaru

1 1 0 O
Ni=-(1+§)A+nn)(A+) pro i=1--8 [Nl; =]0 1 O0|N;
8 00 1

Bazové funkce pro popis posuvil v pfirozeném soufadném systému jsou

8 8 8
u=ZNiul- U=ZNL'UL' W:ZNiWi
i=1 i=1 i=1

kde u;,v;,w; jsou posuvy uzlovych bodd. Analogickym zpisobem jsou definovany
transformacni vztahy

8 8 8
xzzNixi y=zNi}’i ZzzNiZi
=1 i=1 i=1

kde x;, y;, z; jsou soufadnice uzlovych bodu. Jakobian transformace pro definovany prvek je

r 8 8 8 .
D @Njo§ ) (0N ) (@N:/09)
i=1 i=1 i=1

8 8 8

01 =| > @N/omx, D (ONy/amye ) @N:/omyz
i=1 i=1 i=1

8 8 8

D @NoDx D @N/ODy: ) (ONi/3D)

~i=1 i=1 i=1

Konzistentni matice hmotnosti je dana vztahem
1

Meé =p f f fNTNIdetIIdfdnd(
“101

-1

kde |det]J| je objem prvku. Takto definovana Kkonzistentni matice hmotnosti byla dale
modifikovéana podle vySe uvedenych postupli na diagonalni a kombinovanou formu.



4.1 Export FE modelu z programu ANSYS do textového souboru formatu ASCII

S vyuzitim jazyka APDL lze snadno a rychle (v zavislosti na dostupné paméti pocitace)
vyexportovat ze systému ANSYS data popisujici jednak sit’ konecnych prvki a jednak FE
atributy jako jsou naptiiklad okrajové podminky. Exportovand data ulozend do textovych
soubort, popisujici konecnoprvkovy model, ktery je vytvoren v prostiedi systému ANSYS, je
mozné vyuzit pro nasledny import do vybrané¢ho systému. Jako piiklad Ize uvést prave
program MATLAB, ve kterém lze snadno a rychle sestavit potfebné matice pro jakoukoli
MKP analyzu. Lze tedy testovat ulohy feSené odliSnymi metodami, nez poskytuje systém
ANSYS, a to na stejnych FE sitich.

Moznosti jak exportovat pozadovana data v urCitém formatu je jist¢ nékolik. My se
v tomto ¢lanku budeme zabyvat pouze jednim typem, a to zdpisem definovanych veli¢in do
nékolika textovych soubori prostfednictvim makra, které bylo vytvoreného jazykem APDL
(ANSYS Parametric Design Language — vice informaci viz Release 11.0 Documentation for ANSYS).

Export kone¢no-prvkového modelu byl rozdélen do Etyt zakladnich oblasti:

export geometrie sit¢ (soufadnice uzli + seznam elementil)

export okrajovych podminek Dirichletova typu (seznam uzli + velikost posunuti)
export sil definovanych na uzly, (seznam uzll + velikost sil)

export seznamu externich stran elementt (strany piislusejici externim plocham)

NNSYS 3 \MATLAB'

PSS
SRR

AVAYAYS
oo,
PRI
RO
AT
Sty
e

v, AVAVAVAX‘VVAWAW 5
A
<%

e
%y

%,
a
2
o

3

Kazda ztéchto ctyt Casti produkuje jeden textovy soubor formatu ASCII s veli¢inami
ptislusejicimi dané oblasti.

Jazyk APDL je silnym nastrojem programu ANSYS, pomoci kterého lze automatizovat a
doplnovat tvorbu FE modelu nebo provadény vypocet. Makro, jez je popsano v [6], umoziuje
exportovat informace o FE modelu do textovych soubori formatu ASCII v poZadovaném
tvaru bez jakékoli hlavicky nebo nadbytecnych ¢iselnych informaci pro snadny import do
vybraného programového prostfedi. VSechny exportovanéd data samoziejme obsahuje soubor
typu CDB, ovSem format tohoto souboru je relativné¢ komplikovany z hlediska importu do
systému MATLAB, pro néz bylo makro vytvoieno.

MKP analyzu feSenou v Matlabu odliSnymi metodami nez pouziva ANSYS, je mozZné
jednoduse srovnat s vysledky, které poskytuje ANSYS. Toto srovnani se dd provést na
identické siti koneénych prvkil coz je praktické z hlediska srovnani chyby feSeni. Toto je
hlavni vyhodou zvoleného postupu.



4.2 Modalni analyza s pouZitim 3D prvku

Jako testovaci dloha byla zvolena metrova ty¢ rozdélena na 10 prvkl. Na takto
diskretizovaém kontinuu byla provedena analyza pro tfi modifikace konzistentni matice

hmotnosti. V grafu 4.1 jsou vysledky modalni analyzy
provedené¢ v programu ANSYS, a to pro konzistentni a
diagonélni matici hmotnosti. V grafu 4.2 jsou vysledky
Kombinovand matice hmotnosti
vykazuje v druhé poloviné zkoumaného spektra odlySny
charakter nez je tomu u konzistentni matice. Graf 4.3
znazoriuje relativni chybu frekvenci pti pouziti jednotlivych
vzhledem k vysledkiim :

analyzy v MATLABu.

modifikaci matice hmotnosti

programu ANSYS.
Graf 4.1 Vysledky z ANSYSu

Graf 4.2 Vysledky z MATLABu
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Graf 4.4 Srovnani dvou formulaci
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Stejna uloha byla feSena i pro jemnéjsi
dé€leni kontinua (1200 elementt). U tohoto
déleni se frekvence zkoumaného intervalu
spektra relativné shoduji pro vSechny
modifikace matice hmotnosti. V grafu 4.4
je spektrum pro HRZ diagonalni matici a
kombinovanou matici hmotnosti
sestavenou v MATLABu pro déleni na 10
prvkil a spektrum vypoctené programem
ANSYS pii d€leni na 1200 prvku, vedle
pak chyba vztaZzend na spektrum urcené
ANSYSem. Nize jsou zobrazeny tii
ptiklady vlastnich tvard kmitani.
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5. Zavér

Smyslem tohoto ptispévku je ukazat moZnost srovnani vysledki jakékoli MKP analyzy
provedené v systému MATLAB s programem ANSYS, a to na stejné diskretizovanych
soucastech. Jako piiklad bylo uvedeno vlastni kmitani s moZnosti pouziti modifikované
matice hmotnosti. Diagonalizace matice hmotnosti je dilezitou souc¢asti MKP vypoctu pfi
aplikaci transientnich analyz z hlediska urychleni vypoctu se zachovanim potitebné piesnosti
vypoctu. Na obrazcich nize jsou na zavér zobrazeny nékteré vlastni tvary kmitani vypoctené
spektralnim rozkladem v MATLABu na importovanych kone¢noprvkovych sitich z ANSY Su.

Obr. 4.1 Vlastni tvary tfetinového vika
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Jako dal§i mozZzné vyuziti tohoto postupu lze uvést export siti z ANSYSu délené na
suboblasti a nasledné pouziti programu MATLAB pro metody rozlozeni oblasti FETI, nebo
jeji modifikaci (TFETI, DP-FETI), pro vypocet soucasti s velkym poctem stupiii volnosti
nebo pro vypocet kontaktnich uloh zalozenych na FETI.
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