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Abstrakt 

Hodnocení povrchu materiálu je provád� no podle hodnoty drsnosti, standardn�  
st� ední aritmetickou odchylkou profilu Ra, která je m�� ena mechanickými nebo 
optickými metodami. Pro komplexn� jší vysti�ení drsnosti lze pou�ít pom� rnou 
plošnou drsnost, která je dána pom� rem  plochy geometrického pr� m� tu a plochy 
nerovného povrchu. Pro ur� ení pom� rné plošné drsnosti je pot� eba znát prostorové 
rozlo�ení povrchových bod� , které bylo zm�� eno rastrovacím profilometrem na 
vzorku otryskané oceli a vzorku s cermetem. Výpo� et pom� rné plošné drsnosti byl 
proveden v MATLABu metodou trojúhelník �  (DDDD), pomocí metody Monte Carlo (MC) 
a p� ímou integrací (PI). Principy uvedených metod jsou detailn�  popsány a jejich 
výsledky porovnány pro r� zné parametry zjemn� ní m� í�e. 

1 Úvod 

Jednou z nejd� le�it � jších vlastností ka�dého materiálu jsou jeho povrchové vlastnosti, mezi 
nimi i drsnost, která ovliv� uje koeficient t�ení. Z mikroskopické perspektivy je t�ení zp� sobeno 
interakcí mezi nerovnostmi povrch� . Povrchy krystalických látek, které se zdají být zcela hladké, jsou 
ve skute� nosti pon� kud hrubé. Jediný skute� ný kontakt mezi dv� ma povrchy se nachází ve vazbách 
mezi nerovnostmi – plocha t� sného kontaktu je malá. Z makroskopického hlediska je t�ení nezávislé 
na zdánlivé ploše kontaktu. P�i bli�ším zkoumání však skute� ná plocha kontaktu opravdu ovliv� uje 
t�ení. Jak zatí�ení p�itla� uje povrchy k sob� , tak vzr� stá deformace drsností a tím vzr� stá skute� ná 
plocha kontaktu a následn�  i statická t�ecí síla [1]. 

Drsnost povrchu je standardn�  charakterizována st�ední aritmetickou odchylkou, která je 
definována [2] 
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kde ( )xy  popisuje odchylku od základní � áry profilu. Tato veli� ina však nesta� í na úplné popsání 
t�ecího povrchu, ale jsou pot�ebné další údaje o velikosti, tvaru, absolutní a relativní � etnosti 
mikronerovností a i údaje o celkové morfologii a topografii povrchu. Další informaci dává pom� rná 
plošná drsnost ve tvaru bezrozm� rného kritéria 
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kde Ag je plocha vymezená geometrickým rozm� rem a Arough je plocha ur� ená nerovností povrchu.  

2 M�� ení profilu povrchu 

M�� ení profilu povrchu bylo provedeno na mechanickém rastrovacím profilometru DEKTAK 8 
od firmy Veeco [3]. Samotné za�ízení je umíst� no na plovoucí stolek, který brání p�enosu vibrací z 
okolního prost�edí. Na hrotu sníma� e DEKTAK je diamantová kuli� ka o polom� ru r = 12,5 mm, která 
kopíruje povrch vzorku a generuje signál nesoucí informaci o profilu. Tento signál je zesílen a 
p�enesen do po� íta� e. M�� eny byly dva vzorky: 

a) ocel 11418 otryskaná korundem (standardní otryskání � ásticemi korundu Al2O3), 

b) vzorek s ot� ruvzdornou vrstvou cermetu Cr3C2 – NiCr nanesenou na ocel 11418 metodou 
HVOF (High Velocity Oxygen Fuel).  



   

Obr. 1: a) vzorek oceli otryskané korundem, b) vzorek s vrstvou cermetu Cr3C2 – NiCr 

Pro vytvo�ení vzta�né roviny byla � ást obou vzork�  obroušena. M�� ená oblast se skládá z obroušené 
� ásti, p�echodové � ásti a vlastního m�� eného povrchu vzorku. Pro získání prostorového obrazu 
povrchu bylo m�� eno 101 scan�  profilu v délce 3000 mm ve vzdálenosti 1 mm od sebe, nasnímaná 
oblast má rozm� r 3000 x 100 mm. Na scan délky 3000 mm p�ipadá 4500 vzorkovacích bod� , 
vzdálenost mezi jednotlivými body ve sm� ru osy x je tedy 0,667 mm. Sou�adnice jednotlivých bod�  se 
ukládají do souboru a po na� tení je lze v MATLABu zobrazit do 3D grafu (obr. 2 a 3). 

 

Obr. 2: Povrch vzorku cermetu zachycujíci obroušenou � ást (modrá barva), p�echodovou � ást a 
samotný cermet (�lutá a � ervená) 

  

Obr. 3: Povrch vybrané � ásti vzorku cermetu a otryskané oceli o velikosti 100 x 100 mm  



3 Ur � ení plochy pomocí trojúhelník�  

Nejjednodušší metoda, jak ur� it plochu zvln� ného povrchu ze známých sou�adnic ve sm� ru osy 
z z jednotlivých bod�  (výšek), je pomocí trojúhelník� . Rozestupy mezi sousedními body jsou 
konstantní, ve sm� ru osy x je to 0,667 mm a ve sm� ru osy y 1 mm. Sou�adnice bod�  ve sm� ru osy z se 
liší. Podle obr. 4 je mo�né spo� ítat p� ibli�ný obsah plochy mezi � ty�mi body A, B, C a D rozd� lením 
obrazce ABCD na 2 trojúhelníky. Obsah t� chto trojúhelník�  se spo� ítá podle Heronova vzorce z 
velikostí úse� ek mezi jednotlivými body, které se ur� í Pythagorovou v� tou. Z trojúhelníku AOB se 
ur� í délka strany a 

 
22

BOAOa += , (3) 

z trojúhelníku BPC délka strany b 
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CPBPb +=  (4) 

a z trojúhelníku AQC délka strany e 

 
22

CQAQe += . (5) 

Obsah trojúhelníku ABC je potom 
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Obdobn�  se postupuje i u ostatních stran a ploch trojúhelník� . Celková plocha povrchu je dána 
sou� tem ploch všech takovýchto trojúhelník�  ve vybrané oblasti, pr� chod p�es vybranou oblast se 
zajistí cyklem. Zm� nou uva�ovaných trojúhelník�  z ABC a ACD na ABD a BCD lze obecn�  dostat 
jinou velikost plochy. 

 

Obr. 4: Znázorn� ní bod�  a trojúhelník�  v prostoru 

Výpo� et se provede procedurou vytvo�enou v programu MATLAB, kde lze zadat � ást z celkového 
povrchu po� áte� ním bodem M( )11, yx  a koncovým bodem N( )22 , yx . Plochu pr� m� tu vybrané � ásti 
povrchu do roviny xy lze jednoduše spo� ítat jako plochu obdélníku 
 ( ) ( )1212 yyxxAg -×-= . (8) 



4 Odvození vztahu pro analytické ur� ení plochy  

V jednorozm� rném p�ípad� , pro výpo� et délky úse� ky, lze pro element délky psát 
 222 dydxdl += , (9) 
odkud 
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viz [4]. Výraz ( )
dx
dy

xf x =   ozna� uje derivaci funkce ( )xf  podle prom� nné x. Celková délka k� ivky 

pak m� �e být vyjád�ena jako ur� itý integrál 
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Zobecn� ním této úvahy na 2D problém lze elementární plošku dS  vyjád�it jako 
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kde )( xdl  je element délky ve sm� ru osy x a )( ydl  element délky ve sm� ru osy y. Celkovou plochu lze 

spo� ítat jako dvojný integrál p�es celé intervaly hodnot x a y 
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5 Ur � ení plochy pomocí metody Monte Carlo 

Vypo� ítat integrál (13) m� �e být slo�itý numerický problém. Jednoduše ho však lze �ešit 
metodou Monte Carlo [5]. Úkolem je toti� spo� ítat objem t� lesa pod plochou danou výrazem dS. 

Element plochy dS se vsadí do kvádru o výšce v� tší ne� je maximální hodnota funkce dS. 
Objem t� lesa pod ploškou elementu dS lze ur� it provedením velkého po� tu náhodných umíst� ní bod�  
do prostoru vymezeného kvádrem. Pom� r po� tu bod�  pod ploškou dS k celkovému po� tu bod�  
odpovídá pom� ru objemu pod ploškou dS k celkovému objemu kvádru, tj. 
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Núsp ozna� uje po� et bod�  (úsp� šných pokus� ), které padnou pod element plošky dS, Npok celkový po� et 
bod�  (pokus� ), V objem pod elementem plošky dS  a Vcelk objem kvádru. 

Nejprve je nutné upravit data získaná m�� ením. Data se ve form�  funkce ( )yxf ,  interpolují v 
MATLABu kubickým splinem na jemn� jší m�í�i. Získaná funkce je podle své definice spojit�  
diferencovatelná minimáln�  do prvního �ádu. Proto existují spojité první derivace ( )yxf x ,  a 

( )yxf y , , které jsou zapot�ebí p�i výpo� tu plochy S. Pro výpo� et funkcí se pou�ije MATLABovská 

funkce gradient. 

Nyní je mo�né aplikovat metodu Monte Carlo a ur� it tak objem pod plochou dS. Postup je následující: 

1. � íta�  po� tu pokus�  Npok a po� tu úsp� ch�  Núsp se nastaví na nulu. 

2. Vygenerují se t�i náhodná � ísla 321 ,, ggg  s rovnom� rným rozd� lením, 211 , xxÎg , 

212 , yyÎg  a ( )dSimummax,03 Îg . Horní mez t�etího intervalu lze p�ípadn�  nepatrn�  

zvýšit (v programu je zv� tšena o 10%), aby program po� ítal se všemi hodnotami, co� zaru� uje 
stabilitu programu (výpo� et probíhá numericky a ne� ekané maximum nelze vylou� it). 

3. Otestuje se, zda hodnota funkce dS v bod�  [ ]21,gg  je v� tší ne� hodnota � ísla 3g . Pokud ano, 

pak se zv� tší � íta�  pokus�  Npok a � íta�  úsp� ch�  Núsp o jednotku, pokud ne, zv� tší se o jednotku 
pouze � íta�  pokus� . 
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vynásobená objemem t� lesa, ve kterém byly generovány náhodné body, tj. hodnotou 
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odpovídá hledané velikosti plochy S (objemu Vúsp) 
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Získaná hodnota plochy S (S = Arough) a plocha pr� m� tu do roviny xy charakterizují pom� rnou plošnou 
drsnost vzorku frel podle vztahu (1).  

Parametrem metody Monte Carlo je po� et provedených pokus�  o umíst� ní náhodného bodu pod 
plochu dS. Se vzr� stajícím po� tem pokus�  hodnota daná vztahem (16) konverguje ke skute� né 
hodnot�  velikosti plochy S. Nejedná se však o konvergenci tak je známa z teorie �ad, ale o 
pravd� podobnostní konvergenci.  

 

Obr. 5: Pravd� podobnostní konvergence metody Monte Carlo 

Z obr. 5 je patrné, �e po 30 tisích pokusech ji� nedochází k výrazné zm� n�  v hodnot�  velikosti plochy 
S. Tato hodnota Npok je pova�ována jako minimální po� et pokus� , které je pou�ito hlavn�  v p�ípadech 
v� tšího zjemn� ní m�í�e, které má za následek i v� tší � asovou náro� nost výpo� tu. 

6 Ur � ení plochy p� ímou integrací 

Integrál (13) lze v MATLABu vypo� ítat pomocí funkce dblquad, která je definována [6] 

q = dblquad(fun,xmin,xmax,ymin,ymax,tol) 
kde fun je handle funkce ( )yxf , , parametry xmin,xmax,ymin,ymax vymezují integra� ní oblast - 
obdélník daný body xmin,xmax,ymin a ymax. Parametr tol ur� uje absolutní chybovou toleranci, její� 
default hodnota je 1,0e-6. V� tší hodnoty parametru tol mají za následek mén�  vyhodnocení funkcí a 
rychlejší výpo� et, ale mén�  p�esné výsledky. Funkce dblquad je dvourozm� rnou podobou funkce 
quad, která k výpo� tu pou�ívá rekurzivní adaptivní Simpsonovu kvadraturu. 

Základním principem odvození Simpsonovy metody (pro 1D p�ípad) je aproximace funkce 
( )xf  na intervalu ba,  polynomem ( )xp2  nejvýše druhého stupn� . Potom platí 

 ( ) ( )� �»
b

a

b

a

dxxpdxxf 2 . (17) 

Polynom p2 je zvolen tak, �e se s funkcí f shoduje alespo�  ve t�ech bodech a, b a 
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Obr. 6: Princip aproximace funkce ( )xfy = polynomem druhého stupn�  na intervalu ba,  

V [7] je odvozen postup, kterým lze dosp� t k výrazu 
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Velký interval nelze aproximovat najednou, postupuje se tak, �e pro ka�dé sudé p�irozené � íslo 

mn 2=  je rozd� len interval ba,  na n stejných dílk�  délky 
n
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=  d� lícími body  xi, i = 0, 1, 

…, n. Ozna� í se yi = f(xi), i = 0, 1, …, n a v ka�dém z interval�   <x2i, x2i + 2>, i = 0, 1, …, m – 1 se 
u�ije aproximace (19), tj.  
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Se� tou-li  se vztahy (19) p�es všechny „dvojdílky“, výsledkem je vztah 

 ( ) ( ) ( )[ ]2421310 24
3

22

2

-- +++++++++»�
+

nnn

x

x

yyyyyyyy
h

dxxf
i

i

�� , (20) 

P�i ozna� ení 
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potom platí pro ka�dé sudé p�irozené � íslo n 

 ( )dxxfS
b

a
nn �=

¥®
lim . (22) 

7 Závislost plochy na zjemn� ní m� í�e 
Pro zvýšení p�esnosti ur� ení plochy zvln� ného povrchu byla v MATLABu zjemn� na sí�  

nam�� ených bod�  p� idáním jednoho bodu mezi dva sousední ve sm� ru os (zjemn� ní 2x), dvou bod�  
(zjemn� ní 3x) atd. a� do osminásobného a dvacetinásobného zjemn� ní pro výpo� et p�ímou integrací a 
pomocí metody Monte Carlo, resp. metodu trojúhelník� . Nov�  vzniklým bod� m byly dopo� ítány 
výšky interpolací kubickým splinem. Tato úprava dodává povrchu realisti� t� jší vzhled bez ostrých 
hran, které se obecn�  vyskytují jen z�ídka. 

Zvyšující se zjem� ování m�í�e má za následek zv� tšení plochy Srough a tudí� zmenšení pom� rné 
plošné drsnosti frel. Závislost na zjemn� ní m�í�e p� i geometrické ploše Ag = 10000 mm2 pro všechny 
metody vyjad�uje obr. 7. P�i výpo� tu p�ímou integrací byl pou�it parametr tol = 0,1. P�i výpo� tu 
pomocí metody Monte Carlo bylo p� i jednonásobném zjemn� ní m�í�e provedeno 100 tisíc pokus� , p�i 



dvojnásobném a � ty�násobném zjemn� ní m�í�e 50 tisíc pokus�  a p� i osminásobném zjemn� ní 30 tisíc 
pokus�  z d� vodu zvyšující se � asové náro� nosti výpo� tu. 

 

Obr. 7: Závislost velikosti plochy Srough cermetu na koeficientu zjemn� ní m�í�e pro metody D, PI a MC 

P�i výpo� tu pomocí trojúhelník�  dosáhne velikost plochy S  takové hodnoty, �e další zvyšování 
koeficientu zjemn� ní m�í�e ji� nemá další vliv na velikost této plochy S. Podobný pr� b� h se dá 
o� ekávat i u p�ímé integrace, výpo� et však nebyl proveden z d� vodu velké � asové náro� nosti. U 
metody Monte Carlo je zobrazeno v�dy n� kolik bod�  pro jednu hodnotu zjemn� ní m�í�e, proto�e se 
jedná o pravd� podobnostní metodu a p�i ka�dém výpo� tu je dosa�eno jiného výsledku. 

8 Výsledky 
Hodnoty pom� rné plošné drsnosti byly vypo� teny na vzorku cermetu a otryskané oceli. Tabulka 

1 zobrazuje porovnání hodnot frel pro osminásobné zjemn� ní m�í�e. 

Tab. 1: HODNOTY POM� RNÉ PLOŠNÉ DRSNOSTI PRO VZOREK CERMETU A OTRYSKANÉ OCELI 

Vzorek Metoda frel (-) 

D 0,7938 

MC 0,7899 Cermet 

PI 0,7830 

D 0,7331 

MC 0,7255 
Otryska
ná ocel 

PI 0,7181 

Vypo� tené hodnoty pom� rné plošné drsnosti r� znými metodami vykazují malý rozptyl. 

9 Záv� r 

Bylo zjišt� no výškové rozlo�ení povrchu vzorku cermetu a otryskané oceli a zobrazeno ve 3D 
grafu. Pom� rná plošná drsnost byla vypo� tena metodou trojúhelník� , pomocí metody Monte Carlo a 
p�ímou integrací. Byla ukázána závislost velikost zvln� né plochy na koeficientu zjemn� ní m�í�e. 
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