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1. Úvod 
V ������������������������������������������������ �����������!�"�#���������$%$���� úlohou najít 
�����������!�������$��������%���&��'��#���� m,n  ���������%��������ic typu (m, n).�%��� ���
systém lineárních rovnic 

kde A∈ � n,n   je regulární a  x, b∈ � n,1  (������)���� �� ����!��������x0 = A-1b.  
Pokud ale matice A ����� ��*��$���(� ���� ����� ������%�� �"��� ���� �� ������#��� ������ ������� �����
��������+����������$&�, tomto�������������$����������%������������������ ��������#�%���"�-�./0&�
1��+��� ���%�(� �������$� ����!�� ����$������ ��%����������#��������� ������(� ����$��� ��(�����!��$�
�����$���������������������$�������(�����$���%�����(�����+���������'� ����������'������ 

a  mezi všemi vektory minimalizujícími tuto normu je v �������� �����&� 
1��'�$��(��������������%������x∈ � n,1    �%��� ����2������%����������  

�'���������%������������������ ��������#�%���"������!�������$��������%������������������Moore-
Penroseovy inverze. Budeme-li pro vektor  x∈ � n,1   �%���%�����������3���%�����%'����� 

kde N∈ � n,n� ����'���%�����3������������������$��������-
450 (������'���������%����������./�
systému lineárních rovnic  popsat pomocí Chipmanovy  pseudoinverze. Uvedená tvrzení lze najít v 
[1], [10]. 
 
 
2. ������	��������� 	!�"�#�$ 
V této kapitole uvedeme definici Moore-
�������%����6�������%����%��'��������������������%��
��������./�����!�������$��������%����-70(�����A∈ � m,n    a  b∈ � m,1.  
%����!���3��������%�����'���� �������������%�[1], [10].  
 
Definice 2. 1 .���8�A∈ � m,n. Pak matice X∈ � n,m ����9� �����)���� 

se nazývá Moore-Penroseova inverze matice A���'��#�����A+. .�������������%$����!�'��$���!���
názvu pseudoinverze. 
 
�%��	&'	& ���������	�
������∈ � m,n existuje jediná Moore-Penroseova inverze A+. 
 
4"��'��'���� ���%� �������%��!������������:7;(�:7<;& 
 
%��� ������������%������x∈ � n,1    Euklidovskou normu definovanou vztahem (2).  
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�%��		&'	(  �������∈ � m,n  , b∈ � m,1  a  x0 = A+

�������������������∈ � n,1 , x ≠ x0  platí: 

Vektor x0 = A+
����������������� 
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 Moore-
�������%����%��'���'��'���������$����� �����'�"�����(�-%�'�:=;(�:7<;0> 
 
Definice 2. 4 .���8�N∈ � n,n  a  M∈ � m,m  jsou PDS matice a A∈ � m,n. Pak matice X∈ � n,m  
���9� �����)���� 

�+%$��'��#�%$��� ����„N-norm M-least squares generalized inverse of A”  a  '��#����� 

V ������+����������������'�������'������������%��'�����!��� �t pod názvem Chipmanova 
pseuinverze, ����8� ������%���������!�����%��'��'������1&�5&�6�������%���%!��#�$�����[2]. 
 
%��� ���-li místo Euklidovské normy (2) normu definovanou vztahem (3), lze zformulovat 
�����*���$��%�'���(� � ������"��'���'���� ���%�:7<;& 
 
�%��	&'	)	 ���������	�
������∈ � m,n�����*��./�
����� N∈ � n,n  a  M∈ � m,m  existuje jediná 
Chipmanova pseudoinverze. 
 
�%��	&'	*		����    N∈ � n,n  a  M∈ � m,m  �#��	��./�
�������������∈ � m,n , b∈ � m,1  a   

�����������������∈ � n,1 , x ≠ x0  je: 
 

Vektor  x0�� ��������������%������������������ ��������#�%���"�����!�������$��������%����-70(�%�
������+����������������'���������������� ������!������$'%���„the M-least squares solution with N-
minimum norm”. 
 
 
('			
#�"+,,$"	�,-�#+��./	 

���%+��#��������-
�������%����%��'���)���� ������������(� � �����#$���#�+����������'���� ���%�[8]. 
Programový�����!���	?@	A��$������%+��#�����!�����%��'��'�����%��+��-file pinv, který je 
'�������������*��$�������'�������������&�,�:B;(�������%������ ��+������������ ����$'$��(����%�����
�3����%����������������%+��#��������-Penroseovy inverze je také tzv. 0����""%���"1����
	�� 
1����%+��#��� ��'�����������$����� ����%���(�����$������� �� ���% �������(������$����$����������A, 
 � ��������-Penroseovu inverzi A+�'�$��(����#��$�����ore-Penroseovu inverzi matice vzniklé 
����$���� ���������������� matici A. 
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4"��'��!���%�����'���� ���%�[1]. 
 
,+����%����$��%���������� �� ����������C��%����%����*������(����������+���*�����us, který lze najít  
v ����%��!������������:7;(�:7<;(�� �������$����� ���> 
 

#�"+,,$"	�,-�#+��./1 
�������n∈ � m,n )�������i�)��2')3)������$ ��-����"�	���
�����������������k=(a1,…,ak )  je matice 
������������ 
��� sloupci matice A.  
Algoritmus: 

 
(b) Pro k�2�4)3)�����$ ��
������	��* 

Potom 

je hledaná Moore-Penroseova inverze matice A. 
 
 
4. ��2���%�3	
#�"+,,$"	�,-�#+��./ 
.���������������������'��������C��%���"%���*�������������%+��#���6�������%����������%��'�(�
���#����%���� ����,����D&7�� ���(��������%������ x∈ � m,1  a  y∈ ������definujeme normy  vztahem 

kde N∈ � n,n  a  M∈ � m,m  jsou PDS matice. 
E�������+�C��%���"%���*������������%+��#���6�������%����������%��'���%������%���%���%��'���&�
V první verzi budeme pro vektory z∈ � i,1 , i = 1,…, m-1 �%���%�� Euklidovské normy definované 
%'������-=0&�4���$�%��'��E�������!���C��%����%����*������������������ ���% ����������(���� 
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pro vektory z∈ � i,1 , i = 1,…, m-1 budeme definovat normy vztahem  

kde N1 ,…,Nm-1  ��������������
45������(����#�����Ni∈ � i,i. Na tuto posloupnost PDS matic nejsou 
���������$��!����������!�������%��(����'��' numerického hlediska by bylo vhodné, aby tyto matice 
�������������������!& 
 
.� ��%���%�������%�'�����������$�����������%+����& 
 
�%��	4'	0	5	�+�-.,6#��	#�78,��	9 �����#�������
����  A∈ � m,n   , rank(A) = r. Pak existují 
unitární matice U∈ � m,m  a V∈ � n,n�������)��� 
 
                                                    A=UDV T,                                                                                      (6)       
kde 

matice D1��#����1	"��� ���#��	�$����#�������$�*����������
	������������1���"� ������%��5�����

(6) se nazývá singulární rozklad matice A a diagonální prvky d1 ,…, dr matice D1 se nazývají 
���1	"��� �$ �"��
������� 
 
4"��'��'���� ���%�[10].  
 
Poznámka 4. 2 Jest�����A∈ � n,n  je PDS matice, pak její singulární rozklad  je ve tvaru  

������ � �����*��$����#�����������d1 > 0,…., dn  > 0. 
 
.����������%��������*������������%+��#���6�������%����������%��'�& 
 
'	"�#+����	7�2���%�: �	
#�"+,,�"�	�,-�#+��.1 
.���8� �����$�� PDS matice  N∈ � n,n  ,  M∈ � m,m  a matice A∈ � m,n. 
7&��.���8�M = UDU T  je singulární rozklad matice M, kde   

     
������  

      kde   

      a  kde 0m,n�'��#������%����������������(m,n).   
2. 
������� 

3. .���8��ak  , k = 1,…,m-7�'��#��k-�+��$���������� Am-1 a Ak , k = 1,…,m-7�����8 '��#���������������������
�%����������%�����k �$�����������Am-1. Pro k�F�=(G(���������������#��� �� 

   Pak pro k = 2,…m-1 je  
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Pro k = �� ������������$�6�������%����������%��'����#����%'�����   

 
4"��'���*��������'�����%!�������������������������%������������������)���"�-H0& 
 
;<�8,��	4'	(	,���#��� ���6�������%����������%��'���������A, je-li dáno 

1.krok algoritmu 

    Pak je tedy 

2.krok algoritmu 

3.krok algoritmu 
 

1��������+��%+��#�����'���%����(�������������������9� ���)��my (5). 
 
.�����%������������ ���%��'����*������(�������� ����'������� ���% úvodu této kapitoly. Pro 
 ����������'$��������� ����% dalším operaci *, kterou definujeme takto: 
 
Definice 4. 4 .���8� ���$����������A∈ � m,n ����%���
45���������N∈ � n,n  a  M∈ � m,m . Pak 
��3��� �����������I���������� 

 
'	"�#+����	7�2���%�: �	
#�"+,,�"�	�,-�#+��.1 
.���8� �����$���
45���������N∈ � n,n  a  M∈ � m,m  a matice A∈ � m,n&�4$�������8� ���$���
posloupnost PDS matic  N1 ,…,Nm-1 (����#�����Ni∈ � i,i.  
1. �'��#���Am=A, Nm=M. Dále pro  k = m, m-7(G(=����#��� ��������� 
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     jsou singulární rozklady  a  

=&��
������� 

3.  Pro k�F�=(G(���������������#��$����������������(n , k) 

kde   

Pak  pro k = 2,…, m jsou matice  

Chipmanovy pseudoinverze matic Ak.  
Tedy pro danou matici A a PDS matice M, N je hledaná Chipmanova pseudoinverze rovna 

4"��'����*��������'���������� ����% �������'������$'�������������������������%�����������������
�)���"�-H0&  
 
 
5. ;�.=+��	� +>����"?	>/�.��+�"�#7�	"	@,�7�	�>�+�6,��	+���#>�,��� 
%��� ���J��������������%������$������-xi, yi), i = 1,…,n kubickým splajnem. Pokud 
��������$�$��(�����'������� ���s(x) jsou ���$%��% ���������+�����������xi, pak podmínky 
interpolace 
                                             s(xi) = yi , i = 1,…,n 
pon���$%� ���������!������������#��������� ����%��%���!����������&�1��'�$��(�%�'�[3], [5], ���
�����'��!�������!����� ��(�� &���� ���� nulovými druhými derivacemi v krajních bodech, 
��������'� ��������������3����� 

L2 normu svých druhých derivací, tedy funkcionál 

�$����(� ����'�������%���������������+������� �"�'��������&�.����������������������� ����������
�$����� ����J����>�����8� �����$����'������� �� 

a body interpolace  (xi, yi), i�F�7(G(�&�K���$���������+����� ��������!���������������'�"(�
interpolující daná data a minimalizující  funkcionál J(s). 
 
.�����!�������'�"��'����������"'�+������"������'����������� �"&����������������%���B-splajnové 
�����'������&�
�����!���3��������'$�������%����������B-���� �"���'���� ���%�[3], [5].  
Vektorový prostor kubických sp�� �"�� ��������������'�"��-L0���$������'��g+4. Na této posloupnosti 
�'�"��'�������� ������'��g-2 ����$������'$%���+���������+��  B-���� �"�Bi

4(x) , i = 0,…,g-3. Abychom  
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dostali celou bázi B-���� �"(� ����������������������'�� 

.����������'�����!���������������'�"� ����"����������� ���g+4  ����$������'$%���+���B-���� �"�Bi
4(x), 

i = -3,…,g. 
�������+�������+����� ������!�����������������'�"� �� ����'��#�����#���%��������� 
B-���� ��%+������3������"��b=(b-3 ,…,bg )

T a tedy lze psát  

Interpola#ní podmínky s(xi) = yi , i = 1,…,n �����"�����'�������%���%��� 

kde y =(y1,…,yn)
T a  C4  je (n ,g+4 ) -�������#����������������+���B-���� �"��Bi

4(x) , i=-3,…,g  
v bodech x1,…,xn&�����������3������������#�����������'���� ���%  �������%��!�����������&� 
Pokud n=g+4  a kolo��#��������� C4 � ����*��$���(������)���� �� ����!������������!���-B0&�.� ��� 
'���������$��!�%���!����������(�����+������������������������ ��������'���&�1��'�� �!(��������!��
-B0� ����������+���$%�������(������n<g+4 a  matice C4� �����!��$���%!���������&�, ��������������
máme k dispozici g+4-n�%���+�����������"&�.$����� ����%�����'��%������!�%��'���� ���%�[3]. 
  
�%��	)'	0	5�� ���2�#--Whitney)  
Matice C4���������!��$���%!������������$%�������(������n<g+4 a existuje 

����%!(��� 

 

�������������!��%����������3ormule (Simpsonova formule pro lineární funkci) dostaneme 
funkcionál  J(s) ve tvaru 

kde Mi = s”(x i ), i = 1,…, n , M =  (M1,…,Ma )
T a R� ��������*��$����
45�������������(n,n),����#���� 

diag(R)=(2h1,2(h1+h2),…,2(h n-1+h n-2),2h n-1), subdiag(R)=( h1,h2,…,h n-1), kde hi=xi+1-xi, i=1,…,n-1. 
4$����'�����������%���������������%�%$���B-����� �"���$�� 

kde C2  je (n ,g+2 ) -�������#��������������$�����  B-���� �"��Bi
2(x), i = -1,…,g v bodech x1,…,xg  

a S2 je (g+2,g+4)-����������!��$���%!���������(� � ���j-�+��$��k , j = 1,…,g+2 , je tvaru   

kde 

 
Pak lze tedy psát funkcionál J(s) ve tvaru 

Naše úloha je tedy nyní: najít vektor B-���� ��%+������3������"�b ���9� �������������������������-B0�
a minimalizující  funkcionál J(s) ve tvaru (9) . 
 
�'��#���Z = C2 S2 (����� � matice typu (n, g+4) �������������!������$��������%��� 
                                  Zb = d,                                                                          (10) 
kde d  ��'�������'�$�+�%�����&�	����)����%����������������������!��(� ������!��������#� ���(�����
matice Z ��������!��$���%!���������&�?�������%'�������� vlastnostem matice S2 ��������% �������(�
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�����n<g+2 a matice C2 ��������!��$���%!���������&�	����*������ ,�����H&7��'�������%���
následující: 
 
�%��	)'	&  Matice C2����������!��$���%!������������$%�������(������ n<g+2 a existuje 

����%!(��� 

 
Pokud je tedy matice C2����!��$���%!���������(��)���� �� ����!��������%����������./�����!���-7<0��
���'�� � �������,����=&M���$��%���%���� 

Vektor b��%������������9�%������!���������������������(��������������'�������-B0�����$%$���
systém lineárních rovnic 

Matice tohoto systému je vzhledem k ������$'� ���������������"�����!��$���%!���������(������
������)���� �� ����!��������%����������./����������,����=&M� ���%��� 

Celkem lze tedy hledaný vektor b, t &�������������J����(���$��%���%��� 

.��'$������������$'� ������J%����'�������'3������%���%���> 
 
�%��	)'	(		�����#��	����!�	�"!���"�#�	�λ0 <…< λg+1  a data (xi , yi�()��2')3)��������)�����< g+2. 
Pak existuje jediný kubický splajn s(x) interpolující daná data a minimalizující funkcionál 

����*�����!)���!�������	#�� 

������)��� 

Vektor B-��"�#����������6�����%�����"�#�	��&�(�#��	�$���������
�&''(� 
 

������� ����������������!��������#� ��������������������'��%���(�����%������B-splajnových 
���3������"�b daný %'������-770���#� ��������+����� ��s(x), který daná data pouze aproximuje, 
nikoliv interpoluje. 
 
;<�8,��		)'	4		�.���%����!�����$'��� �����%��������!����� ��&�
�����#����� ��'�$'���������� �(�
����+����9� ������!��������#� �������������,����H&D�(����������������� �����$�����&�/$���%���� ��
'�$'���������� �(�����+��������������������9� �(�����������$���������'������)��� �&� 
 
 
6. Numerické výsledky 
C��%���"%���*������������%+��#��������-Penroseovy inverze dává dobré numerické výsledky pro 
�����������������'���". Stejný�%+��������'��������#��$%�������E�������!���C��%����%����*������&�

�������������'����%��������������%+�����"������"'�!�������& 
�'��#���X  Chipmanovu pseudoinverzi  matice A  pro dané PDS matice M, N���������+�����'���"&� 
4$�������8� v(1)=max(AXA-A),  v(3)=max(( MAX )T- MAX) 
                    v(2)=max(XAX-X),  v(4)=max(( NXA )T- NXA)  a  v =max i v(i). 
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.�������!�%+��#��� �������%������% ����!����	?@	A��������������#���#��N�����
�������NN(�DDD�
��'(�O	��MP��A(�K44��P&B�CA&�
������� ��N&�%��������'�������!���C��%����%����*������(� �����
M-file je uveden v �$����� ������������&�,+��#��� �������%�����������������A �$����+���#�����
z intervalu :<(7;�����'��������(m,n) a  hodnosti  r. Matice M, N jsou plné PDS matice odpovídajících 
��'���".   
    

m,n r V 
5, 10 5 6.03  10-14 

10, 25 5 8.52  10-14 

50, 100 50 5.73  10-11 

75, 100 50 3.74  10-9 

100, 100 50 1.92  10-8 

150, 100 50 2.42  10-8 

150, 100 100 5.89  10-8 

250, 100 50 7.68  10-8 

       250, 100 100 3.79  10-9 

250, 250 250 ---- 
 
7. M-files 
Pro ilustraci  zde uvedeme M-file  I. varianty z�������!���C��%����%����*����������-file, který 
��#��$���)��$�������������v definovanou v �������'����������& 
 
function PA=zgrevil(A,M,N) 
%A...daná matice 
����������	
����	��������������	���
��� 
%PA...Chipmanova pseudoinverze matice A pro dané PDS matice M,N 
[m,n]=size(A); 
R=[]; 
     % 1. krok algoritmu 
[U,D,V]=svd(M); 
dM=diag(D); 
E=diag(dM(1:m-1));F=diag(dM(m)); 
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úloha optimální interpolace

x=[-3,-2,2,10,13,15],y=2sin(x+1)

* - body interpolace
o - uzly splajnu    

        pln� = splajn s uzly [-4,-1,5,12,14,20],     
                  podmínky V�ty 5.3 jsou spln�ny   
�árkovan� = splajn s uzly [-4,-1,3,5,20],            
                  podmínky V�ty 5.3 nejsou spln�ny



e=[sqrt(E),zeros(m-1,1)]*U'; 
f=[zeros(1,m-1),sqrt(F)]*U'; 
u=e*A;v=f*A; 
A=u;R=[A;v]; 
     % 2. krok algoritmu 
a=R(1,:); 
PA=inv(N)*a'*inv(a*inv(N)*a') 
     % 3. krok algoritmu 
for k=2:m           
   a=R(k,:);d=a*PA; 
   c=a-d*A(1:(k-1),:); 
   if max(max(abs(c)))<10^(-10); 
      c=zeros(1,n); 
   end 
   if c==zeros(1,n); 
      b=inv(1+d*d')*d*PA'*N; 
   else 
      b=inv(c*inv(N)*c')*c; 
   end 
   if k==m; 
      PA=[PA-inv(N)*b'*d,inv(N)*b']*sqrt(D)*U'; 
   else   
      PA=[PA-inv(N)*b'*d,inv(N)*b']; 
   end  
end 
 
function v=test(A,P,M,N) 
ax(1)=max(max(abs(A*P*A-A))); 
ax(2)=max(max(abs(P*A*P-P))); 
ax(3)=max(max(abs((M*A*P)'-M*A*P))); 
ax(4)=max(max(abs((N*P*A)'-N*P*A))); 
v=max(ax); 
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