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1. Úvod
��������� �������� ������������ ����������� ������ � !���"� #$� ���%�� �����	��� ����������
��&����������������������������%���������������	�����'��	���
	(�	�������	��)

�������� �������� =Φ⋅+Φ⋅+Φ⋅ ��� ( 1 )

 kde matice hmotnosti M,
tlumení B a tuhosti K jsou
*��������� ������� �	����� %���� +"
Matice M navíc bývá symetrická
(�
�����'� ��&������� !��� �'�,��'
(%�(	� ���	-������$"

Podle vlastností matic B, K���
�'������������	���������������������%���[ 1]:
• Soustava konzervativní (B = 0)
• .����	�	���	�'������
���	������!/01-1·B = B·M-1·K)
• .����	�	�����'������
���	������!/01-1·B 2�301-1·K)

2. �������� !��"���#$�%&���'������� !��"�#�(# ��)
2.1 ��*��"��$�# �"+,�-��'���+"����$�# �"+,���' ��.

���� ��	� (%�(	��� !���
���	������ �� ��	�'
�����
���	�����������	��$������
���4(�*��
z homogenní diferenciální rovnice:

����� =Φ⋅+Φ⋅ ���� �� ( 2 )

���������������%�,���)
����� Ω⋅=Φ �� a ���	� Ω⋅=Φ �� .

Derivací a dosazením do rovnice ( 2 )
�	��
����� 
���	���� 5����� (��� %�,���
��	�������*�����	������� "

��� � =⋅⋅Ω− 
�� ( 3 )

��� � =⋅Ω−⋅ ��� ( 4 )

�%���	���4(�*���� Matlabu

% Vlastni frekvence a vektory
% L ... vlastni frekvence
% U ... vlast. pravostr. vektory
% W ... vlast. levostranne vektory
[U,L] = eig(inv(M)*K);
[W,L1] = eig(inv(M')*K');

% Razeni levostrannych vlastnich
vektoru
Y = W;
for i = 1:N,
   L2 = diag(L);
   [j] = find(L1(i,i) == L2);
   Y(:,i) = W(:,j);
end
W = Y;

V�(%�(	�'����������4����	����1�	�/������(�	��6����������	����������������7���!��8�9$"

���� �����
�	*��� ��*���� ��� ������ ��	����
vektory normovat [ 1], [ 2]"�+���������%��	

�������	���	������������(�:��	����
�	��)

Λ=⋅⋅=⋅⋅ 
���
��  � ( 5 )

 % Normovani vlastnich vektoru
Mmod = W'*M*U;
U = U*inv(sqrt(Mmod));
W = W*inv(sqrt(Mmod));

Obrázek 1: Diskrétní lineární soustava
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������	�'������
���	�����������	�������%��	���	�����&���������������(�	���)

1	�������������3����(%�������	���	-������
matici. Po zavedení modální transformace

ξ⋅=Φ 
 ( 6 )

a s����7����� ������	�4��� ������ � !� ;� $
(%����� �������� !� #� $� (���(%�(	�� �������
kmitání do tvaru:

�� =⋅Λ+⋅⋅+ ξξξ ��� �

Z������ ��(�4���� 7�� ��	����� *���	� ����� ��

tvaru �

�Ω−±−= δλ �� ���� �t

(%����	����� ��	����� &��������� ���������
soustavy.

%Transformovana matice tlumeni D
D = W'*B*U;

%Vypocet vlastnich hodnot
for n = 1:N,
   delta(n) = D(n,n)/2;
   % br ... pomerny utlum
   br(n) = delta(n)/sqrt(L(n,n));
   % Lt ... vlastni frekvence
   Lt(n) = abs(sqrt(L(n,n)*...
      (1-br(n)^2)));
end

2.2 Volné kmitání

���� ��	� ��(�� �����	�� ��� �%��	� (%�����
(�*���*��� (�������� ��� ���������
���%	����"

Φ⋅⋅=

Φ⋅⋅=

��

��
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ξ
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( 7 )

% Transformace poc. podminek
posuv = W'*M*pocposuv;
rychlost = W'*M*pocrychlost;

2.2.1 Konzervativní soustavy

Volné kmitání v�
�����'�4������%	��������[ 1 ] v návaznosti na transformaci ( 7 ) vychází ve
tvaru:
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( 8 )

for m = 1:length(t)
   for k=1:N,
   for n=1:N,
      if L(n,n)~=0
         vysl(m,n)=(posuv(n)*cos(L(n,n)*t(m))...
            + (rychlost(n)/L(n,n))*sin(L(n,n)*t(m)))*U(k,n);
         vyslrychl(m,n)=L(n,n)*(-posuv(n)*sin(L(n,n)*t(m)) + ...
            (rychlost(n)/L(n,n))*cos(L(n,n)*t(m)))*U(k,n);
      else
         vysl(m,n)=posuv(n)*cos(L(n,n)*t(m))*U(k,n);
         vyslrychl(m,n)=-L(n,n)*posuv(n)*sin(L(n,n)*t(m))*U(k,n);
      end
   end
   xhom(m,k) = sum(vysl(m,:));

end
end

2.2.2 �$�%&���'������� !��"�#�(# ��)

<�,����=���	�	�����(������6�
�������	���(���������"�>�
��,������(�����������!�r
2 < 1), kritické

(br
2 = 1) a nadkritické tlumení (br

2 > 1). Z�(��7���� ��	��&���	��� !� ?� $� ��(�4�	��� �����������
%�,���)



Podkritické tlumení
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( 9 )

Kritické tlumení

[ ]∑
=
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� ( 10 )

Nadkritické tlumení
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%Odezva na pocatecni podminky
for m = 1:length(t),
   for k=1:N,
   for n=1:N,

% Podkriticke tlumeni
      if br(n)^2 < 1
         if Lt(n)~=0
            vysl(m,n) = exp(-delta(n)*t(m))*(posuv(n)*cos(Lt(n)*t(m))+ ...
               ((rychlost(n)+delta(n))/Lt(n))*sin(Lt(n)*t(m)))*U(k,n);
         else
            vysl(m,n) = exp(-delta(n)*t(m))*...
               (posuv(n)*cos(Lt(n)*t(m)))*U(k,n);
         end

% Kriticke tlumeni
      elseif br(n)^2 == 1
         vysl(m,n) = exp(-delta(n)*t(m))*...
            (posuv(n)+(rychlost(n)+delta(n)*posuv(n))*t(m))*U(k,n);

% Nadkriticke tlumeni
      else
         if Lt(n)~=0
            vysl(m,n) = exp(-delta(n)*t(m))*(posuv(n)*cosh(Lt(n)*t(m))+ ...
               ((rychlost(n)+delta(n))/Lt(n))*sinh(Lt(n)*t(m)))*U(k,n);
         else
            vysl(m,n) = exp(-delta(n)*t(m))*...
               (posuv(n)*cos(Lt(n)*t(m)))*U(k,n);
         end
      end
   end
   xhom(m,k) = sum(vysl(m,:));
   end
end

2.3 Vynucené kmitání

���� 
�������,���� ��� �	
�	*��� �4(�*��� (��
�� (��� (%�(	�� ��
���� �	�������4��� ���	��"
@���	������������!�#�$�� 7������������(%�(	�'�(%�(�	�������	��)

��������
�� ���������� ⋅=⋅⋅Ω−⋅Ω⋅+=Φ −

�%����������	�����A��
���	
�	���	��������	������(���	���������	7��	��������	��"

��*�����	�����(%������(������
���	�����������	��
H = U*inv(L-omega1^2*diag(ones(2,1)))*W';

��*�����	�����(%������(�����	�'������
���	�����������	��
H = inv(K+i*omega(m)*B-omega(m)^2*M);



3. �!$�&���'������� !��"�#�(# ��)

V�(%�(	�'�����'������
���	�������������	������������(%�����������������	�������(�������
s dvojnásobnou dimenzí. Charakteristická rovnice ( 1 ) pak bude mít tvar:

������ ���������� =⋅+⋅ � ( 12 )









Φ
Φ

=
�

� 







Φ
Φ

=
�

��

�� 






=
�

�
�

1	�����11�	�//������*����������	����
dimenze 2N.
V analogii s ( 3 ) a ( 4 ) nalezneme vlastní
*���	� 	� �������� ����-������� ������
( 12 ).

% Sestaveni stavovych rovnic
MM = [O M;M B];
KK = [-M O;O K];
% Levostranne vektory a vlastni
frekvence
[U,L] = eig(-inv(MM)*KK);
%Pravostranne vektory
[W,LL] = eig(-inv(MM')*KK');

3.1 �����"��$�# �"+,�*"#�$�����' ��.

/�%���� ��	�	������������ ��������� ���("� ����� ��	����� *���	� ����� ��B� (�� �������� ���(��C�'
����7����������������"���(�%���������	�����*���	���
�[ 1 ].

��� �βαλ +−= ��� �βαλ −−= j = 1, 2, … m

�� αλ −= j = 2m+1, … 2N

������� ��%	
��4��� ��	������� *����� ��� �%��	� ��(�%��	�� (�	��6� �� �������	���� ��	����� �������"
Vlastní vektory musí být normovány – v analogii s podmínkami ( 5 ). Všechny matice jsou
*��������� �����
�� D+�� ���� �� 
�	*�� �	����� (�	�����	��4��� ��	������� ������ �� 9� =
�������	��4�����	������������� �	�����	
��ální matici vlastních frekvencí:

Λ−=⋅⋅=⋅⋅ 
����
���


� (  5’ )

% Razeni vlastnich frekvenci
L1 = L;
for i = 1:2*N,
   L11(i) = L1(i,i);
   if real(L11(i)) > 0
      disp('Soustava je nestabilni');
   end
   if imag(L11(i)) > 0
   zaporny(i) = L11(i);

elseif imag(L11(i)) < 0;
   kladny(i) = L11(i);

else
      realny(i) = L11(i);
      disp('Soustava je pretlumena');

end
end
kladny = nonzeros(sort(kladny))';
zaporny = nonzeros(sort(zaporny))';
realny = (realny)';
for j = 1:2*N,

if j <= length(kladny)
   L(j,j) = kladny(j);

elseif j > length(kladny) & j <= (length(kladny)+length(zaporny))
   L(j,j) = zaporny(j - length(kladny));

elseif j > (length(kladny)+length(zaporny))
   L(j,j) = realny(j - length(kladny) - length(zaporny));

end
end

( 13 )



3.2 Vynucené kmitání

������'��	�������	�'������
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����
�����	����
����[ 5 ]:
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⋅⋅Λ−⋅Ω⋅= −�
�� ( 14 )
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*�F����(��C�'�����7������	�����*���	

��*�����	�����(%������(�������'������
���	�����������	��
H = U((N/2+1):N,1:N/2)*D*W((N/2+1):N,1:N/2)' + ...
      U((N/2+1):N,(N/2+1):N)*DS*W((N/2+1):N,(N/2+1):N)';

4. /0�&�

�%��('���� (�(������ %�,���� ������������ �����	�� �������� �������� ��	��&���	���� �(�*��	����
v�����	�'��
�����'���
	�4�����&����������������������,��%��	��������	�����������������
	
�����	�����
�����4����	����	��'�%�,�����4���������"�+	
�	*�������4(�*�����	�������&��������
	������� ������������������	��������������������(�������������
�	�� tlumením.
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