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Abstract. The paper deals with stochastic algorithms for global optimization over con-
tinuous space. Special attention is given to the controlled random search (CRS). A ge-
neralization of CRS is proposed where several heuristics generating a new trial point are
changing ot random. The condition for asymptotic convergence of the algorithm are brie-
fly discussed. The generalized CRS algorithm has been implemented in Matlab and tested
on several problems. The Matlab implementation of the CRS algorithm is available at the
author of the paper.
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Problém globalni optimalizace.

Ulohu nalezeni glob4lniho minima miizeme formulovat takto: Mé&me funkci

f:D—=R,DCR?

Pak

opt

x%" = arg min f(x)

xeD

je globalni minimum. Funkei f nazyvame cilovou funkci (objective function). Nalézt obecné
feSeni takto jednoduse formulovaného problému je obtizné, zvlasté kdyz cilova funkce je
multimod&lni, neni diferencovatelnd, pripadné ma dalsi nepiijemné vlastnosti. Nedavné
teoretické vysledky indikuji, ze patrné neexistuje algoritmus fesici obecnou tlohu globalni
optimalizace (tj. nalezeni dostatetné piesné aproximace x°P!) v polynomialnim case [2],
str. 35-62. V poslednich desetiletich se s pomérnym tspéchem pro hledani globalniho
minima, takovych funkci uzivaji stochastické algoritmy zejména evolu¢niho typu, viz napf.
2, 3,4, 6, 8.

V tomto prispévku se omezime na tlohy, kdy hleddme globalni minimum ve spojité oblasti
D = ngl < aj,b; >, a; <b;, i =1,2,...,d (tzv. box constraints) a cilovou funkeci f(x)
umime vyhodnotit s pozadovanou piesnosti v kazdém bodé x € D. Pro dlohy feSené
numericky na pocita¢i nepfedstavuje box constraints z4dné podstatné omezeni, nebot
hodnoty a;, b; jsou tak jako tak omezeny datovym typem uzitym pro x a f(x).
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Rizené ndhodné prohleddvani.

Jednim z mnoha stochastickych algoritm hleddni globalnitho minima je fizené néa-
hodné prohleddvani (controlled random search, CRS) [12]. Tento algoritmus miizeme
zapsat

procedure CRS;
begin
generuj populaci P, tj. N bodd ndhodné v D,
repeat
najdi X4, € P takové, 7e f(Xmaz) > f(x),x € P
repeat
y := heuristika(P), y € D
until f(y) < f(Xmaa);
Xmazr ‘= Y
until podminka ukoncent;

end {CRS};

Funkci heuristika( P) v algoritmu CRS rozumime néjaké nedeterministické pravidlo, které
z bodi populace P vytvori bod y € D. Pokud tento bod y ,zlepsuje* populaci P, nahradi
v ni nejhor$i bod X;,4,. Podminka ukonceni byva vétsinou formulovana tak, ze populace
nebo jeji cast je dostatecné homogenni co do vzdalenosti jejich bodt nebo hodnot cilové
funkce. V ptvodnim algoritmu CRS Price [12] jako heuristiku uzival reflexi zndmou ze
simplexové metody [11] aplikovanou na ndhodné vybrany simplex (d+ 1 bodt) z populace
P. Jsou zndmy i jiné varianty tohoto algoritmu [1, 7].

Z popisu algoritmu CRS je zfejmé, ze v ném uzitd funkce heuristika(P) nemusi byt za-
loZena na stejnych pravidlech v pribéhu celého prohledavani. St¥idani vice heuristik bylo
uzito v evoluénim algoritmu se soutézicimi heuristikami [15], kde jsou i navrzena pravi-
dla pro zmény hodnot pravdépodobnosti vybéru heuristiky v zavislosti na jeji dosavadni
uspésnosti v pribéhu vyhledavani. V tomto piispévku se bude zabyvat algoritmem uzi-
vajicim jen jednoduché ndhodné stridani A heuristik, kdy pravdépodobnost vybéru i—té
heuristiky je konstantni béhem celého procesu a je rovna 1/h, tj. pravdépodobnost je roz-
délena rovnomérné. Aplikaci tohoto pravidla dostaneme algoritmus CRS s alternujicimi
heuristikami.

Algoritmus CRS je specidlnim pripadem dosti obecné t¥idy evolucnich algoritmi [9], pro
kterou byly zkoumany podminky teoretické konvergence. Evolu¢ni algoritmus je konver-
gentni tehdy, kdyZ limita pravdépodobnosti nalezeni feseni velmi blizkého hodnoté x°P! je
rovna jedné. Z vysledku Misika et al [9] vyplyvd, ze konvergence algoritmu CRS zavisi na
vlastnostech uzité heuristiky. Algoritmus CRS je konvergentni, kdyz v kazdém kroku je
alespon s pravdépodobnosti p; uzita heuristika zarucujici, ze pravdépodobnost vygenero-
vani bodu y z libovolné oteviené mnoziny S C D je kladna a Fada Y-, p; je divergentni.
Asymptotickd konvergence algoritmu CRS s alternujicimi heuristikami je tedy zarucena.
kdyz alespon jedna ze sttidajicich se heuristik ,, umi“ s kladnou pravdépodobnosti vygene-
rovat bod y € S.

Vysledky experimentalni testovani (rovnéz v [9]) vSak ukazaly, ze teoreticky konvergentni
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lizace (ukon¢eném po koneéném poctu krokii) nez nekonvergentni. Bohuzel ¢asto je horsi



nejen v rychlosti konvergence, ale i ve spolehlivosti nalezeni feSeni blizkého globalnimu
minimu.

Heuristiky.

Heuristik pro stifidani v algoritmu CRS se nabizi nepieberné mnozstvi a jejich vy-
bérem mtizeme ovlivnit vlastnosti algoritmu, jak teoretickou konvergenci, tak rychlost
a spolehlivost prohledavani. Pred nivrhem mnoziny alternujicich heuristik pro tuto
implementaci algoritmu byly provedeny pomérné rozsahlé testovaci pokusy k ziskani
prehledu o zdkladnich vlastnostech jednotlivych heuristik pfipadajicich v dvahu pro
pouziti v CRS. Pro toto testovani byly zvoleny tii ¢asto uzivané funkce [13, 14]:

e prvni de Jongova funkce (vicerozmérnd koule), tj. jednomodéalni funkce povazovana
za velmi snadnou ulohu, < a;,b; >=< —5.12,5.12 >,

e druhd de Jongova funkce (Rosenbrockovo sedlo, zndmé i pod nizvem bandnové
udoli), jednomodélni funkce, stfedné obtiznd pro algoritmy globalni optimalizace,
< aj, by >=< —2.048,2.048 >,

e Ackleyho funkce, multimodalni s mnoha lokalnimi minimy, < a;,b; >=< —30,30 >.

Na tyto tlohy byl opakované aplikovan algoritmus CRS, vzdy uzivajici jednu z 50 testova-
nych heuristik. Pro kazdou tlohu a heuristiku bylo provedeno 100 nezévislych opakovani.
Sledovanymi veli¢inami byly spolehlivost nalezeni globalnitho minima vyjadiena jako re-
lativni cetnost tspésnych vysledkd a rychlost konvergence méirend poctem vyhodnoceni
cilové funkce potfebnym k dosazeni podminky ukonéeni prohleddvani. Kromé toho byly
sledovany i dalsi charakteristiky procesu prohledavani, jejichz analyza bude predmétem
jiné prace.

Uzité heuristiky byly inspirovany riznymi postupy uzivanymi ve stochastickych algorit-
mech optimalizace:

e evolucni strategie (ES), [2, 3, 6], testovano 8 variant,

e reflexe simplexu, [12, 7], testovidno 12 variant,

diferenciélni evoluce (DE), [13, 14], testovano 12 variant,

e breeder genetic algorithm (BGA), [5, 10], testovano 18 variant.

Heuristiky BGA byly nejméné tispésné a v tomto ¢lanku se jimi nebudeme déle zabyvat,
ostatni heuristiky stru¢né popiseme.

Heuristiky zalozené na ES generuji novy bod y podle néasledujiciho pravidla
yi =t 4 U, i=1,2,....d,

kde mi-’“t je i—t4 soufadnice bodu x¢%*, tj. bodu s nejmensi funkéni hodnotou v populaci P
a U je ndhodna veli¢ina, U ~ N(0,0?). Hodnota smérodatné odchylky o; je stanovovéna
z celé populace (heuristika esbest-pop) jako

o; = k(max x; — minz;) + €,

operatory max, min znamenaji nejvétsi, resp. nejmensi hodnotu i-té soutadnice v aktudlni
populaci P, £ (v implementaci € = 1 x 10~%) zabezpecuje, ze hodnota o; je kladna, k je
vstupni Fidici parametr heuristiky, £ > 0. V heuristice esbest-2pts je smérodatna odchylka



o; urcovana ze dvou ndhodné vybranych bodi r, s z populace P pii vynechani nejlepsiho
bodu x5!

o, =k |’r‘i—8i|+6,
k je opét vstupni parametr heuristiky, ostatni symboly maji stejny vyznam jako vyse.

Znédhodnén4 reflexe simplexu [7] ndhodné vybraného z populace P je popséna vztahem

y=8+7Z(g—x),

kde x je bod simplexu s nejvyssi funkéni hodnotou (v heuristice refl-worst) nebo ndhodny
spojita ndhodnd veli¢ina rovnomérné rozdélend na intervalu (0, ), « je vstupni parametr
heuristiky.

Z diferencialni evoluce vychazeji dva typy heuristik. Heuristika de-rand generuje bod u
u=r; + F(ry —r3),

ri,ro,rs jsou navzdjem rizné body ndhodné vybrané z populace P. F' je vstupni parametr
heuristiky, F > 0. Heuristika de-best je zalozena na modifikaci bodu x"*** (s nejmensi
funkéni hodnotou a aktuélni populaci) podle nasledujiciho pravidla

u:xbeSt—i-F(rl +r9 —r3—ry),

r{,Try,r3,ry jSOU 0pét navzijem rizné body ndhodné vybrané z populace P (kromé x%¢5!)

a F' je vstupni parametr.

Novy vektor y vznikne ,kiizenim“ vektoru u a ndhodné vybraného vektoru x tak, ze
kazda slozka z; je pfepsana hodnotou u; s pravdépodobnosti C, C' € (0, 1) je dalsi vstupni
parametr heuristiky. Pokud zadné z; nebylo pfepsdno hodnotou u; nebo pii volbé C = 0,
prepisuje se jedna ndhodné vybrana slozka vektoru x.

Z4dn4 z uvedenych heuristik nezarucuje, Ze ji vygenerovany bod y nutné lezi v D. Pokud
nastane, ze y € D, je aplikovana tzv. perturbace [6], kterd preklopi soufadnici y; nelezici
v (a;j, b;) dovnitf mnohorozmérného kviadru D zrcadlové vzhledem k pfislusné sténé.

Vysledky algoritmu CRS s jednou heuristikou.

Pro vSechny testovaci ulohy byly voleny shodné vstupni parametry algoritmu CRS,
a to

e velikost populace N = 10d

e podminka ukonceni fin/2) — fi1) < 1% 1077, kdyz populace je uspofddina podle
funkénich hodnot, tj. f(l) < f(2) <...< f(N)

Uspésnost vyhledavani byla hodnocena podle toho, zda dosaZené hodnota f(1) byla dosta-
tecné blizka hodnoté f(x°P!), ktera je pro uvedené testované funkce rovna 0. Vyhledavani
je povazovano za uspésné, pokud f1) <1 x —3 pro Ackleyho funkci a f(1) < 1n x —6 pro
ostatni testované funkce. Vstupni parametry jednotlivych heuristik jsou spolu s vysledky
uvedeny v tab.1. Ve sloupcich NE v této tabulce jsou primérné hodnoty pocétu vyhod-
noceni cilové funkce pro splnéni podminky ukonceni u pokusi, které skocily tspésnym
nalezenim globalniho minima. Spolehlivost vyhledavani R je relativni ¢etnost tspésného
nalezeni globalniho minima, vyjadfend v procentech.



TABULKA 1. Spolehlivost a rychlost konvergence algoritmu CRS s jednou heuristikou

funkce

deJongl Rosenbrock Ackley

d=3 d=2 d=2
heuristika 1 D2 R NE R NE R NE

(k,F.a) (C)

esbest-2pts 1 - | 100 585 | 100 3380 0 -
esbest-pop 0.2 - 100 457 | 100 2603 0 -
de-best 0.5 0.5 | 100 702 | 100 1060 | 93 752
de-best 0.9 0.5 | 100 1403 | 100 2586 | 96 1266
de-rand 0.5 0.5 96 879 39 1393 | 60 850
de-rand 0.9 0.5 | 100 1174 82 2049 | 75 1038
refl-rand 2 - | 100 892 | 100 745 | 99 1392
refl-rand 6 - | 100 2364 | 100 1565 | 99 3556
refl-worst 2 - | 100 875 | 100 576 | 99 1228
refl-worst 6 - | 100 2463 | 100 1430 | 98 3413

Algoritmus CRS a alternujicimi heuristikami.

Algoritmus CRS byl implementovin v Matlabu se stiidanim 10 heuristik uvede-
nych v tab.l. Vysledky dosaZené na testovacich funkcich jsou uvedeny v tab.2. Ve
sloupci sm.odch. jsou smérodatné odchylky poétu vyhodnoceni cilové funkce a ve
sloupci NE1 primérné hodnoty poc¢tu vyhodnoceni cilové funkce potiebné pro piiblizeni
nejlepsiho bodu v populaci (f(1)) k hledanému globélnimu minimu. Oproti tab.1 jsou
uvedeny i vysledky pro Ackleyho funkci s d = 10 a pro Griewangkovu funkci [13],
< a3, b; >=< —400,400 >, 7 = 1,2,...,10. Tato multimodalni funkce je povazovana ze
obtiznou tlohu globalni optimalizace. Porovndnim vysledkid v tabulkdch 1 a 2 vidime,
7e algoritmus s alternujicimi heuristikami je spolehlivéjsi nez je primérnd spolehlivost
algoritmt CRS s jednou heuristikou a také hodnoty NE jsou podstatné nizsi nez prumeér
z hodnot dosazenych CRS s jednou heuristikou.

TABULKA 2. Algoritmus CRS s alternujicimi heuristikami

funkce d R NE sm.odch. NFE1
DeJongl 3 100 858 55 647
Rosenbrock 2 100 1111 115 798
Ackley 2 95 1137 106 538
Ackley 10 99 11881 526 5746
Griewangk 10 62 10131 2727 9055

Zdrojovy text implementace algoritmu CRS s alternujicimi heuristikami gers_alth.m a dalsi
odtud volané funkce (esbest_pop.m, esbest_2pts.m, de_rand.m, de_best.m, refl_worst.m,
refl_rand.m, zrcad.m) jsou k dispozici u autora prispévku a budou dostupné i na webovské
strance www.osu.cz/~tvrdik.



Zavér.

CRS s alternujicimi heuristikami je jednoduchy algoritmus, ktery muze byt snadno
pouzit k hledani globdlni minima v situacich, kdy lokalni optimalizatory nejsou tispésné.
Vyhodou tohoto algoritmu je jednoduchost uziti, nebot vSechny tidici parametry algo-
ritmu jsou nastaveny implicitné. Nevyhodou je ponékud vétsi ¢asova naroc¢nost vypoctu
nez u lokalnich optimalizatorti a samoziejmé i spoleénéd vlastnost vSech stochastickych
algoritmi, totiz to, ze o vysledku dosazeném v konecném poctu krokt nikdy nevime
s jistotou, zda je skutec¢né blizky globalnimu minimu.
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