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Pri priblizném reseni diferencidlnich rovnic je mozZné pouZit riizné typy
diskretizace. Prispévek je zaméren na vyuZiti viceuroviiové baze
v Galerkinové metodé. To vede (napr. oproti konecnéprvkové bazi)
ke zmensenti cisla podminénosti matice vysledné soustavy linedrnich rovnic.
Pro priblizeni se k optimdlni podminénosti aplikujeme na ziskanou soustavu
upraveny algoritmus FSAL Je wuvedeno nékolik prikladi pocitanych
v prostiedi programu MATLAB.

1. Uloha

Resime parcidlni diferencidlni rovnici s homogennimi stabilnimi okrajovymi podminkami

—aé;zl—bé—_zl:f na Q u=0nal, (1)
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kde Q= <O,l>><<0,l> a ['je hranici Q. Predpoklddame, ze funkce a, b a f jsou dostatecné
hladké a ze a a b splinuji podminky elipti¢nosti a(x,y) 2 a, >0, b(x,y) = b, >0 pro vSechna
[x.y]e Q. Galerkinova metoda pro ziskéni aproximace u, Feeni ulohy (1) v n-rozmérném

prostoru ¥, podprostoru H,(Q), vede k fedeni soustavy linearnich rovnic s matici tuhosti A
a pravou stranou F, kde

Ou, Ou,
A4, = Ia%l+b%ldxdy a F= Iful.dxdy
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proi=1,....,n, j=1,...,n.Pfitom funkce u, tvoii bazi prostoru V.

Dobu teseni ovliviluje cislo podminénosti x(A) matice A. Podle [1] je horni odhad poctu
krokt metody sdruzenych gradientli potfebny ke snizeni normy rezidua na & -nasobek roven

¢islu %JK(A) log(gj+l. Piipomenime, ze x(A) :||A||2HA_1
&

1

A|| , = p(AAT)E. Matice 4 pro ulohu (1) je pozitivné definitni, tudiz x(A) je rovno

) kde ||A|| , Je spektralni norma

matice,

podilu nejvétsiho a nejmensiho vlastniho ¢isla matice A. Cislo podminénosti matice 4 zavisi

na volbé baze a na koeficientech a, b tlohy (1), resp. na pomérech supa(z)/ ingf; a(z)
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2. Hierarchicka baze

Zvolme za bazi V' spojité po ¢astech linedrni funkce splijici u,(z,)=0,,kde z,, i=1,---,n,
je mnozina uzlovych bodi voblasti Q. Pii vhodném ocislovani baze dostaneme
n&kolikadiagonalni matici 4. Je zndmo, Ze podminénost této matice je O(n’). Stejny
vysledek dostaneme pii volbé po ¢astech bilinearnich funkci s obdélnikovymi nosici ([2]).



Proces ptevedeni ulohy na ulohu s 1épe podminénou matici tuhosti se nazyva predpodminéni.
Optimalni predpodminéni, vedouci k ¢islu podminénosti O(1), dostaneme napi. volbou

waveletovych bazovych funkci {wl. }7=1 ([3], [4], [5])- Podstatnou roli pfitom hraje stabilita

chwk

keZ

nezavisle
Hi(Q)

waveleti vzhledem k normé prostoru H,(Q), t.j. ekvivalence ||c|| L&

na vektoru koeficienti c. Pouziti waveletové baze je vSak provazeno obtizemi pii splnéni
stabilnich okrajovych podminek. Pro wavelety s vétsi hladkosti roste velikost nosice a tudiz
i zaplnéni matice 4.

Za bazi prostoru V zvolme nyni hierarchickou mnozinu po ¢astech linearnich ([8]) nebo
bilinearnich ([2], [7]) funkci. Cislo podmin&nosti matice tuhosti v tomto ptipadé roste jako
O(logn) ([8]). Tato baze neni stabilni vzhledem k norm& prostoru H, (). Pro ,zlepeni*
stability lze pouzit néktery zpostupti uvedenych v [3] v kapitole II. Napt. pficist ke
kazdé bazové funkci vhodnou kombinaci né€kolika funkci z irovné pro hrubsi déleni. Otazka
vhodného vybéru téchto né€kolika (perturbac¢nich) funkei je Caste¢né feSena pro po Castech
linedrni funkce na triangulaci ([3]).

3. Metoda FSAI

Navrhujeme novy algoritmus pro zlepSeni stability hierarchické baze. Oproti konstrukci
navrzené v [3] provadime proces ¢astecné ortogonalizace bazovych funkci vzhledem ke
skaldrnimu sou¢inu danému operatorem rovnice v (1). Tento postup odpovidd upravené
metod¢ algebraického predpodminéni nazyvané FSAI (factorized sparse approximate inverse)
(viz. napt. [6]).

Metoda FSAI hleda matici P, kterd minimalizuje Frobeniovu normu HﬁL -1 Hb mezi vSemi

maticemi P, které jsou dolni trojuhelnikové a pozice jejich nenulovych prvki odpovidaji
piedem zadané struktufe. Pfitom L je Choleského faktor matice 4, LL" = A. Odpovidajici
algoritmus pocitd matici P po tadcich nezavisle na sob&. Vypocet i-t¢ho fadku matice P
odpovida nalezeni kombinace urcitych (pfedem danych) bazovych funkci takovych, ze po
pricteni této kombinace k i-té bazové funkci bude tato nova funkce ortogonalni (vzhledem
k energetickému skalarnimu soucinu) ke v§em bazovym funkcim pouzitym v této kombinaci.
Vysledkem algoritmu je matice P, PAP" ~ 1.

Pouzili jsme FSAI algoritmus ve dvou variantdch. V prvni jsme piedepsali strukturu
nenulovych pozic v P jako v A. Ve druhé jsme strukturu nenulovych pozic S v P ptredepsali:
S = {(ij); i =j nebo u; a u; se 1i§i trovni déleni pravé o 1}. Jelikoz kazdy fddek matice 4 ma
az O(logn) nenulovych prvkl, odpovidd ndro€nost vypoctu matice P v prvni varianté

nejvyse O(nlog’ n). V piipadé druhé varianty On).
4. Priklad

Pro testovani této metody jsme zvolili hierarchickou bazi po ¢astech bilinearnich funkci
s obdélnikovym nosi¢em. Re§ime tlohu (1) s variabilnimi koeficienty a, b. Na obr.1, 2 a 3
jsou porovnana ¢isla podminénosti (smér osy z) pro pripad koeficientd
a(x,y)=101-100sin(k 7 x), b(x,y)=101-100sin(k 7 y). Proménna k =0,1,...,15 se meéni
ve sméru osy x. Ve sméru osy y se meéni urovenl nejhrub$iho déleni. Tedy horni tadek
v grafech znazornuje podminénost pro kone¢néprvkové baze, zatimco dolni fadek v grafech



zobrazuje podminénost pii pouziti vicetroviiové baze s nejvyssi moznou hierarchii. Celkovy
pocet uzld (bazovych funkei) se neméni a je roven &islu (2° —1)* =961.

Obr. 1 predstavuje Cisla podminénosti pii pouziti hierarchické baze bez dal$i upravy. Na
obr.2 je vyvoj podminénosti pro hierarchickou bazi s dalSim piedpodminénim FSAI
algoritmem, kde pozice nenulovych prvki v predpodminiovaci matici odpovidaji pozicim
nenulovych prvka matice 4 (varianta prvni z ptfedchoziho odstavce). Na obr. 3 jsou ¢isla
podminénosti pfi pouziti hierarchické baze a aplikovanim FSAI algoritmu ve zjednodusené
varianté, kdy pozice nenulovych mimodiagonalnich prvka v matici P odpovidaji pozicim
nenulovych prvkl v 4, které piislusi skalarnim soucinim bazovych funkei liSicich se praveé
o 1 uroven (druha varianta z ptedchoziho odstavce).
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Proménné koeficienty a, b ve tvaru oscilujicich funkei jsme volili zdmérné proto, Ze na
grafech podminénosti je vidét vliv vlastnosti baze (rist podminénosti podél osy y smérem
vzuru) ale také vliv koeficientt (stfidajici se velké a malé hodnoty ve sméru osy x). Podle



o¢ekavani metoda FSAI podstatné vice snizi podminénost pro hierarchické baze nez pro
kone¢néprvkove baze, a to pro vSechny pouzité volby koeficientt a, b.

5. Zavér

V tomto piispévku jsme predvedli novy postup predpodminéni soustav linedrnich rovnic
vzniklych diskretizaci tlohy (1). Princip spociva v pouziti hierarchické baze spolu s metodou
FSALI, kterou jsme uvedli ve dvou variantadch. Efektivnost uveden¢ho postupu vyplyva z uvah
v [3], kapitole III, avSak vhodny zplisob vybéru perturba¢nich funkci neni v soucasné
literatuie uveden. Na vhodné zvoleném piikladu jsme ukézali vysledky navrzené¢ho postupu:
podstatné snizeni ¢isla podminénosti pii slozitosti srovnatelné s predpodminénim pomoci
waveletovych funkci.

Poznamka k vypoctu vlastnich cisel

Veskeré vypocty v této praci byly provadény v Matlabu. Pii vypoctech extremdlnich vlastnich
¢isel velkych fidkych symetrickych matic l1ze v Matlabu pouzit n€kolik postupl. Jako
nejvyhodnéjsi (rozumna piesnost v rozumném case) se nakonec ukdzalo pievedeni matice na
Hfull formu a pouziti funkce svd, a to i za cenu podstatné vysSich narokii na pamét. Tedy
svd(full(A),m) a svd(full(A),m,0) pro vypocet m nejvétsich a m nejmensich vlastnich ¢isel.
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