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Abstrakt

Tento prispévek se tyka afinnich podprostora euklidovského prostoru E,, (n € N,
n > 1) a implementace t¥idy afprostor v MATLABu. Po definicich zdkladnich
pojmu je uveden &asteény popis implementace tfidy afprostor (konstruktor,
pretizené operatory a vyznamné metody) a praktické ukazky jejiho pouziti.
Knihovna afprostor obsahuje jedinou tfidu afprostor a mize slouzit jako nastroj
pro ovéieni vysledki tloh, které se tykaji afinnich podprostorti, naptiklad: urceni
dimenze, nalezeni smérovych nebo normalovych vektoru, pievod afinniho obalu
boda na smérovou rovnici afinniho podprostoru ¢i nalezeni pruniku nebo souctu
dvou afinnich podprostort.

1 Prehled zakladnich pojmu

V tabulce 1 je uveden piehled pouzitych symbola, které jsou v tomto piispévku pouzivany. Déle
definujme néasledujici pojmy z oblasti linedrni algebry:

e aritmeticky vektorovy prostor (R™,+,-) nad télesem redlnych ¢isel je vektorovy prostor
s nosiéem R™, kde pro kazdé &,y € R™ a a € R jsou definovdany operace séitdni vektori a
ndsobeni vektoru skaldrem ,po slozkéch®:

T+y= (21,22, %) + (Y1, Y2, -, Un) = (@1 + Y1, 22+ Y2, ., Tn + Yn),
ar = a(r1,x9,...,x,) = (ax1,022,...,02,),
o vektorovy podprostor je kazda neprazdnd podmnozina P mnoziny R", kde plati:

(¢,y € P, a,beR) = (ax+by € P),

e vektory x1,@2,...,xr € R" (k € N) nazveme linedrné nezdvislé, jestlize

k
(Zaimi:0> = (CLl:O/\CLz:O/\.../\CLn:O)
1=1

(pokud vektory nejsou linedrné nezavislé, nazveme je linedrné zdvislé),

Tabulka 1: PREHLED POUZITYCH SYMBOLU

Symbol | Vyznam

N mnozina piirozenych ¢isel

R mnozina realnych cisel

R" mnozina vSech usporadanych n-tic realnych cisel
(R™, +,+) | aritmeticky vektorovy prostor

T vektor, n-tice redlnych ¢isel: © = (z1, z2,...,Ty)
0 nulovy vektor

a skalar (redlné ¢islo)

E, euklidovsky prostor dimenze n

(x,y) standardni skaldrni soucin




e linedrni obal vektoru @1, x9,...,xr € R" (k € N) je mnozina

k
[®1,x2,..., 2K = {Zaiwi a; € R}.
i=1

Linearni obal je vzdy vektorovym podprostorem. Vektory xi,xs,...,x; se nazyvaji ge-
nerdtory daného podprostoru,

e bdze podprostoru je usporddand mnozina linedrné nezavislych generatoriu daného podpro-
storu. Kazdé dvé baze téhoz podprostoru maji stejny pocet prvki. Tento pocet se nazyva
dimenze podprostoru. Nema-li podprostor P bazi, pak formalné definujeme dim P = 0,

e standardni skaldrni soucin vektoru ,y € R” je zobrazen{ R" xR™ do R definované vztahem
n
<ﬂ3, y> = leyh
i=1

e norma vektoru je zobrazeni R” do Ry definované vztahem ||z| = /(z,x) = /> i 22,

o cuklidovsky prostor E, je aritmeticky vektorovy prostor (R™,+,-) se standardnim ska-
larnim souc¢inem,

e ortogondlni doplnék podprostoru P je mnozina P+ = {x € E, | (Vy € P) (z,y) =0}.

2 Afinni podprostory

vvvvvv

menze). Kazdy podprostor je linedrni utvar, ktery obsahuje minimalné nulovy vektor. Geomet-
ricky si vektorovy podprostor muzeme predstavit jako linedrni itvar prochazejici pocatkem sou-
stavy souradnic, tedy ,samotny“ nulovy vektor (tzv. trividlni podprostor), piimky prochézejici
pocatkem, roviny prochazejici pocatkem atd.

Pojem vektorového prostoru lze zobecnit na afinni podprostor, tedy body, ptimky, roviny
atd., které nemuseji obsahovat nulovy vektor.

V euklidovském prostoru E,, pracujeme pievazné s body. Z didaktického pohledu by bylo
vhodné formélné odlisovat body od vektoru (napiiklad uvddét souradnice bodu v hranatych
zavorkach a soutadnice vektoru v kulatych zdvorkéch), avsak z pohledu prace v MATLABu jsou
body i vektory pole ¢isel (také pii implementaci tiidy afprostor bude zdpis bodu i vektoru
totozny). Proto nebudu body a vektory v dalsim textu rozlisovat.

2.1 Definice afinniho podprostoru

Nejprve uvedeme pomocny pojem — spojnice dvou bodu.
Definice 1. Spojnici bodi z,y € E,, nazveme mnozinu ¢,y = {x +t(y — x) | t € R}.

Geometricky se jedna o primku prochéazejici obéma body. Pokud jsou tyto body totozné,
jednd se o jednobodovou mnozinu: x,z = {x}.

Definice 2. Necht L je neprdzdnd podmnozina prostoru E,,. Jestlize L s kazdymi dvéma
body obsahuje jejich spojnici, neboli (x,y € L) = (:B, y C L), potom mnozinu L nazveme afinni
podprostor prostoru E,,.

Kromé pojmu afinni podprostor se pouzivaji také ndzvy linedrni mnoZina, linedrni
varieta nebo linedl.



Lze dokazat, ze ke kazdému afinnimu podprostoru L existuje pravé jeden vektorovy pod-
prostor S takovy, ze L = a + 5, kde a € L (a je libovolny bod afinntho podprostoru L).
Naopak plati, ze kazdd mnozina tvaru L = a + S (kde a € E,, a S je podprostor R") je afinnim
podprostorem prostoru E,,.

Dale plati, ze kazdy vektorovy podprostor je afinnim podprostorem. Obracend implikace
neplati, ale pokud afinni podprostor obsahuje nulovy vektor (tj. prochdzi po¢atkem soustavy
soufadnic), tak je vektorovym podprostorem.

Definice 3. Je-li L = a + S afinnim prostorem, pak vektorovy podprostor S nazveme
smérovym podprostorem (téz smérem nebo zamérenim) afinniho podprostoru L. Vektory v S
se nazyvaji smérové vektory afinniho podprostoru L. Ortogonalni doplnék smérového podpro-
storu S se nazyva normdlovyj podprostor afinniho podprostoru L (a znaci se S*). Jeho vektory
nazyvame normdlové vektory afinniho podprostoru L.

Definice 4. Dimenzi afinniho podprostoru L = a + S nazveme dimenzi jeho zaméfeni:
dim L = dim S.

Jestlize dim L = 0, je to bod. Jestlize dim L = 1, jde o primku. Jestlize dim L = 2, nazyva se L
rovina. Afinni podprostor s dimenzi rovnou n — 1 se nazyva nadrovina.

Casto se tika, ze ,pfimka je ur¢ena dvéma raznymi body“ nebo ze ,rovina je urcena tfemi
body, které nelezi na jedné piimce“. Z toho duvodu uvedeme jesté dva pojmy.

Definice 5. Nechf x1,xo,...,x; € E, (k € N). Vyraz Zle t;x;, kde Zle t;, = 1,
nazyvame afinni linedrni kombinace bodu @1, ...,y (s koeficienty t1,...,t; € R).
Mnozinu v8ech afinnich kombinaci danych boda nazyvame afinni obal téchto bodu a znacime ji
(@1, T2, .., Ti]a-

Vysledkem afinni linearn{ kombinace je vzdy bod z E,,.
Lze dokdzat, ze kazdy afinni obal bodu je afinnim podprostorem, nebot plati:
[ml,wg,...,wk]a =x + [162 — X1, 3 —T1,...,Tk —161],
pricemz dimenze afinniho podprostoru je nanejvys rovna k — 1. Déle lze ukazat, ze kazdy afinni

podprostor lze zapsat jako afinni obal (jeho) bodu.

2.2 Ruzné zpusoby vyjadireni afinniho podprostoru
7 vyse uvedenych definic je vidét, ze afinni podprostor muzeme vyjadrit nékolika zpusoby:

1. parametrické vyjadieni (smérova rovnice):
L=a+8
neboli L =a + [x1,...,xk], kde a € L a S =[xy, ..., xk] je zaméfeni L.
2. soustava normadlovych rovnic (neparametrické vyjadieni):
L=Ax =0,

kde fadky matice A tvoif normalové vektory n; € S*, & = (z1,22,...,2,) a b; = (n;,a)
(proj=1,2,...,n—dim L), pficemz L =a + S.

3. pomoci afinniho obalu bod:

L =[xy, x1,...,Tkla, kde o, x1,..., 2% € L.



Zadani pomoci soustavy normalovych rovnic ukazuje, ze afinni podprostor je feSenim sou-
stavy linedrnich rovnic (pokud soustava feseni md). Jinymi slovy, pokud méa soustava linedrnich
rovnic Teseni, lze jej psat ve tvaru L = a+ .5, kde a se nazyva partikuldrni resSend a S se nazyva
podprostor véech Teseni homogenni soustavy se stejnou matici: Ax = 0.

Zadan{ afinniho podprostoru dimenze k& pomoci afinniho obalu bodu vyzaduje k+ 1 afinné
nezavislych bodu, tj. bodu, pro které dim[z; —xg, x2—xo,..., ) —xo] = k. Tato forma zadani
se snadno prevede na smérovou rovnici:

L =[xg,x1,...,%Tk|la = ®o + |1 — 0, T2 — T0,..., T — Tp].
~—
a s

2.3 Prvky afinniho podprostoru

Prvky afinniho podprostoru jsou body. To, zda je bod x € [E, prvkem afinniho podprostoru,
uvadéji nasledujici tvrzeni:

k
1. parametricky zadany afinni podprostor: (z € L) < <(E|ti eER)z=a+ ) tiwi>
i=1

2. afinni podprostor zadany soustavou normélovych rovnic: (x € L) < (Ax =b)

3. afinni podprostor zadany pomoci afinniho obalu bodu xy, . .., xx:
k k
($EL)<:> <(3tiER)$:Etiwi/\Eti:1>
i=0 i=0

2.4 Prunik a soucet afinnich podprostora

Prinikem afinnich podprostori L1 a Lo nazveme mnozinu
LlﬂL2:{$€En|mEL1/\m€L2}.

Lze dokdzat, Ze prunik dvou afinnich podprostort je bud prazdna mnoZina, anebo afinni pod-
prostor.

Souctem afinnich podprostori L1 = a1 + S1 a Lo = as + Sy nazveme mnozinu
L1+ Ly = (a1 + az) + (51 + 52),

kde S1 4 Sa = {1 + @2 | ®1 € S1, x2 € S} (soucet vektorovych podprostoru). Lze dokazat, ze
soucet dvou afinnich podprostort je vzdy afinni podprostor.

2.5 Vzajemna poloha afinnich podprostora

Meéjme dva afinni podprostory L1 = a1 + 51 a Ls = ao + So. Jejich vzdjemnd poloha se urcuje
podle smérovych podprostoru a pruniku.

Rekneme, ze L1 a Ly jsou rovnobéiné, jestlize S; je vektorovym podprostorem Ss (resp.
Sy je podprostorem S7). Tento piipad zahrnuje moznosti L1 = Ly (jsou totozné), Ly C L (nebo
naopak, tj. jeden lezi ve druhém) a rovnobéznost, kdy prunik L; N Ly je prazdny.

Rekneme, ze L1 a Lg jsou riznobézné, jestlize nejsou rovnobézné. Pokud navic L1 N Ly = (),
tak fekneme, ze Ly, Lo jsou mimobézné.



3 Popis implementace

3.1 Cile
Knihovna afprostor by méla umoziovat:

e vytvoreni afinniho podprostoru pomoci vSech tii vyjadrent,

e nalezeni baze smérového podprostoru,

e urceni dimenze afinniho podprostoru,

e urceni druhu afinniho podprostoru (bod, pfimka, rovina, nadrovina, E,,),
e nalezeni bdze normalového podprostoru,

e prevod mezi riznymi zpusoby vyjadieni afinniho podprostoru, véetné moznosti tipravy
nékteré z normélovych rovnic (vyndsobeni nenulovym ¢islem),

e zjisténi, zda zadany bod je prvkem afinniho podprostoru,

e nalezeni pruniku dvou afinnich podprostoru (pokud existuje),

e nalezeni sou¢tu dvou afinnich podprostoriu,

e vypis afinniho podprostoru ve formatu sazeciho systému KTRX,
e vykresleni afinniho podprostoru v Eo nebo Es,

e zjisténi vzdjemné polohy dvou afinnich podprostoriu,

e urceni vzdélenosti dvou afinnich podprostoru.

3.2 Navrh tridy afprostor

Knihovna afprostor sestava z konstruktoru afprostor a 18 metod. Tiida afprostor obsahuje
11 vlastnosti (atributu), jejichz vyznam je uveden v tabulce 2. Piehled vSech metod je uveden
v tabulce 3 — metody jsou rozdéleny podle typu ¢innosti. VSechny funkce a metody jsou opatieny
napovédou. Zdrojové kédy jsou okomentované.

Nékteré metody, predev8im pro vypocet nékterych vlastnosti tiidy afprostor a vypis
afinntho podprostoru (resp. konverzi objektu na Fetézec), vyuzivaji privatni funkce uvedené
v tabulce 4.

Pfi préci s maticemi jsou za soufadnice bodu (resp. vektoru) povazovany radky.

Knihovna byla implementovéna a testovana v prostifedi MATLABu 7.1, a proto nevyuziva
novy objektovy model (ten je k dispozici od verze 7.6). Vsechny metody véetné konstruktoru
s definici tiidy jsou umistény v podadresaii @afprostor.

Pii implementaci byly pouzity matlabovské funkce rank (urceni hodnosti matice, resp.
dimenze vektorového podprostoru), null (nalezeni baze feSeni homogenni soustavy linedrnich
rovnic, resp. ortogonéalniho doplinku vektorového podprostoru), size a length (zjisténi rozmeéru
matice a vektoru), pinv (pseudoinverze matice), rref (pfevod matice do Hermiteova tvaru,
tedy na rddkové ekvivalentni redukovanou horni stupnovitou matici), zeros (ptiprava vektoru
a matic pozadovaného rozméru) a funkce pro praci s fetézci: strrep, regexprep, findstr a
sprintf (pro vypis afinniho podprostoru). Déle jsou pouziviany maticové operatory.

Vyhodou knihovny je, Ze nevyzaduje specidlni funkce z toolboxu. Nevyhodou préace s da-
tovym typem double je zvétSovani zaokrouhlovacich chyb, napf. pii pouziti funkce rref, jejiz



vysledek se muze dokonce liSit od vysledku funkce rank. Tuto nevyhodu by bylo mozno odstra-
nit, pokud by se vSechny funkce prepsaly do symbolické matematiky, avsak to uz by vyzadovalo
nainstalovany Symbolic Math Toolbox.

3.3 Ukazky implementace

Na konci tohoto piispévku naleznete ukézky zdrojovych kéda. Z duvodu udspory mista jsou
vynechdny fadky napovédy a piipadnd kontrola vstupnich dat. Zdrojovy kéd konstruktoru
afprostor je uveden na obrazku 1, nasleduji zdrojové kédy metod char (obrézek 2), kterd vypise
Fetézec popisujici afinni podprostor, soustava (obrazek 3) — vraci matici soustavy normélovych
rovnic a vektor pravych stran, subsasgn (obrdzek 4) pro vynésobeni nékteré z rovnic sou-
stavy normalovych rovnic nenulovym c¢islem — zméni vlastnost soustava daného objektu, a
pretizeného operdtoru * (obrazek 5), ktery vraci prunik dvou afinnich podprostoru. Aliasem
této funkce je metoda prunik. Kompletni zdrojové kédy knihovny afprostor si muzete vyzadat
prostiednictvim e-mailu (dana.majerova@fjfi.cvut.cz).

4 Ukazky pouziti knihovny afprostor

4.1 Vyjadreni afinniho podprostoru

Priklad 1. Je dén afinni podprostor L = [(1,1,1), (1,2,2), (1,3,—1), (1,4,0)],. Naleznéte
jeho parametrické vyjadieni a soustavu normalovych rovnic, ktera jej popisuje. Rozhodnéte, zda
jsou zadané body afinné nezavislé.

Reseni pomoci MATLABu:
>> L = afprostor([1,1,1; 1,2,2; 1,3,-1; 1,4,0],’a’) % zadani
L ... afinni podprostor (jako afinni obal bodu):
[1,1,1), (1,2,2), (1,3,-1), (1,4,0)]_a

>> char(L,’p’) % parametricky
ans =
(1,1,1) + [(0,1,1), (0,2,-2), (0,3,-1)]

>> S = baze_smer(L) % baze smeroveho podprostoru - afinni nezavislost?
g =

0 1 1

0 2 -2

>> char(L,’n’) % soustava normalovych rovnic
ans =
x_1=1

Tabulka 2: PREHLED VLASTNOSTI TRiDY afprostor

Vlastnost | Vyznam

zadani matice, kterou zadal uzivatel pti vytvareni objektu
vyjadreni | Fetézec oznacujici formu zadéni objektu (’p’, ’n’, ’a’)
smer generatory zaméreni

normal generatory normalového podprostoru

bod bod a z parametrického vyjadieni L = a + S

soustava | soustava normélovych rovnic jako rozsifend matice (A|b)
smerB béaze zaméfeni

normalB béaze norméalového podprostoru

af obal body afinniho obalu (i afinné zavislé)

af_obalB afinné nezavislé body afinniho obalu

dim dimenze




Tabulka 3: PREHLED METOD TRIiDY afprostor

Nazev metody ‘ Popis ¢innosti, resp. vystupnich hodnot
vytvoieni afinniho podprostoru
afprostor ‘ konstruktor (vytvofeni afinniho podprostoru z fadku matice)
prevod na Fetézec apod.
display vypis afinniho podprostoru do Command Window
char Fetézec obsahujici zadani afinniho podprostoru
latex fetézec obsahujici zadani afinniho podprostoru (BTEX)
prevod na datovy typ double
smer matice, jejiz fadky jsou generatory smérového podprostoru
baze_smer matice, jejiz fadky tvori bézi smérového podprostoru
normal matice, jejiz fadky jsou generatory normalového podprostoru
baze normal matice, jejiz fadky tvori bazi norméalového podprostoru
afobal matice, jejiz fadky jsou body afinniho obalu
bod_smer vektor (bod a) a matice (fadky jsou generdtory S)
soustava matice soustavy a vektor pravych stran
informace o afinnim podprostoru

dim dimenze afinniho podprostoru
druh Fetézec urcujici druh afinniho podprostoru
je_prvkem logickd hodnota (1 ... 2 € L, 0 ... ¢ &€ L)
subsasgn zména jedné rovnice soustavy (vyndsobeni ¢islem a # 0
subsref vektor, ktery je prvkem afinniho podprostoru
kresli vykresleni afinniho podprostoru — pouze v Es nebo Eg

prace se dvéma afinnimi podprostory
mtimes prunik dvou afinnich podprostoru — objekt
prunik alias k metodé mtimes
plus soucet dvou afinnich podprostorti — objekt
soucet alias k metodé plus
poloha Fetézec udavajici vzajemnou polohu 2 afinnich podprostoru
vzdalenost vzdéalenost dvou afinnich podprostoru
uhel vypocet tihlu mezi dvéma afinnimi podprostory

Interpretace vysledku:

Smérové rovnice afinniho prostoru je napiiklad L = (1,1,1)+[(0,1,1), (0,2, -2), (0,3, —1)].
Protoze baze smérového podprostoru obsahuje dva vektory, tak lze smérovou rovnici zjednodusit
na tvar L = (1,1,1) + [(0,1,1), (0,2,—2)]. Parametrické vyjadfeni afinniho podprostoru je
1 =1A 29 =14+t +2t5 A 23 =1+t — 2ty. Body jsou afinné z4vislé, nebot baze smérového
podprostoru obsahuje dva (nikoli t¥i) vektory. Soustava norméalovych rovnic ma tvar x; = 1
(v prostoru Eg!).

Piiklad 2. Je dan afinni podprostor Lo = x1 — 229 — 3x3 + x4 = —6 v E4. Naleznéte jeho
parametrické vyjadieni, vyjadiete jej pomoci afinniho obalu a déle urcete jeho dimenzi a druh.

Tabulka 4: PRIVATNI FUNKCE

Nazev funkce | Vyznam

baze vybér baze ze souboru generatora

smer vypocet generatori smérového podprostoru z afinniho obalu bodt
afinni_obal vypocet afinniho obalu z parametrického vyjadieni

vec2str vypis jednoho vektoru jako fetézec (n-tice ¢isel)

vec2rce prevod jednoho radku rozsifené matice soustavy na fetézec




Reseni pomoci MATLABu:

>> L2 = afprostor([1 -2 -3 1 -6],’n’)
L2 ... afinni podprostor (neparametricky v E"4):
x_1-2x_2-3x_3+x_4=-6

>> char(L2,’p’)
ans =
(-6,0,0,0) + [(2,1,0,0), (3,0,1,0), (-1,0,0,1)]

>> char(L2,’a’)
ans =
[(-6,0,0,0), (-4,1,0,0), (-3,0,1,0), (-7,0,0,1)]_a

>> dim(L2)
ans =
3

>> druh(L2)
L2 je nadrovina v E_4

Interpretace vysledk:

Smérova rovnice mé tvar Ly = (—6,0,0,0)+[(2,1,0,0), (3,0,1,0), (—1,0,0,1)] a vyjadieni
pomoci afinniho obalu je napiiklad Ls = [(—6,0,0,0), (—4,1,0,0), (-3,0,1,0), (—7,0,0,1)],.
Lo je afinni podprostor dimenze 3, tedy nadrovina v E,.

Priklad 3. Je dén afinni podprostor Ly = (2,0,2,1) + [(1,0,—1,0), (2,0,1,—1)]. Na-
leznéte soustavu normélovych rovnic, ktera jej popisuje. Rozhodnéte, zda bod b = (3,0,4,0) je
prvkem Ls. Urcete dimenzi a druh afinnfho podprostoru.

Reseni pomoci MATLABu:

>> L3=afprostor([2,0,2,1; 1,0,-1,0; 2,0,1,-1]1) % ’p’ je implicitni 2. vstup
L3 ... afinni podprostor (parametricky):
(2,0,2,1) + [(1,0,-1,0), (2,0,1,-1)]

>> char(L3,’n’)
ans =
x_2=0, 0.333333x_1+0.333333x_3+x_4=2.33333

>> L3(2)=3; % vynasobeni 2. rovnice cislem 3
VYSLEDEK: x_2=0, x_1+x_3+3x_4=7

>> char(L3,’n’)
ans =
x_2=0, x_1+x_3+3x_4=7

>> je_prvkem(L3, [3,0,4,0])

ans =
1

>> dim(L3)
ans =

2
>> druh(L3)
L3 je rovina

Interpretace vysledku:

L3 je rovina v E4 urcend rovnicemi zo =0 A 1 +x3+3x4=7abe Ls.



4.2 Prunik a soucet afinnich podprostori

Priklad 4. Naleznéte prunik piimek P, = (2,1,1,3,-3)+[(2,3,1,1,—-1)]a P, = (1,1,2,1,2) +
[(1,2,1,0,1)].

Reseni pomoci MATLABu:

>> P1 = afprostor([2 113 -3; 2311 -1],’p’); % ’p’ netreba uvadet
>> P2 = afprostor([1 121 2; 1210 1]);

>> P=P1*P2 Y, prunik

P ... afinni podprostor (parametricky):

(-2,-5,-1,1,-1) + [(0,0,0,0,0)]

Interpretace vysledki: prunikem je bod P = (-2, -5,—1,1,—1).

Piiklad 5. Naleznéte soucet a prunik a rozhodnéte o vzajemné poloze afinnich podpro-
storut Ay = x1+ax9—2r3—14 =2 A 2x1+23=0a A2=[(1,1,1,1), (0,1,1,1), (2,0,0,1), ()]a-

Reseni pomoci MATLABu:

>> Al=afprostor([1 1 -2 -1 2; 2 01 0 0],’n’);
>> A2=afprostor([1 11 1; 0111; 200 1],’a’);

>> soucet = A1+A2 Ysoucet
soucet ... afinni podprostor (parametricky):
(1,3,1,1) + [(-0.5,2.5,1,0), (0,1,0,1), (-1,0,0,0), (1,-1,-1,0)]

>> prunik = A1*A2 Y, prunik
prunik ... afinni podprostor (parametricky):
(1,-2,-2,1) + [(0,0,0,0)]

>> poloha(Al,A2)
ruznobezne

>> druh(A1), druh(A2), druh(soucet)
Al je rovina
A2 je rovina
soucet je E74

Interpretace vysledki: sou¢tem zadanych afinnich podprostoru je cely prostor E,. Prani-
kem rovin A; a Ag je bod (1,—2,—2,1). Zadané afinni podprostory jsou ruznobézné.

Piiklad 6. Naleznéte prunik rovin vEs: Ri=x+y—32=-9, Ro=z—y+ 2= —1.

Reseni pomoci MATLABu:

>> R1 afprostor([1 1 -3 -9],’n’);
>> R2 = afprostor([1 -1 1 -1],°’n’);

>> L = R1*R2 Y, prunik
L ... afinni podprostor (parametricky):
(-5,-4,0) + [(1,2,1)]

Interpretace vysledku: prunikem dvou rovin v E,, je pifmka L = (—5,—4,0) + [(1,2,1)].
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function L = afprostor(M,vyjadreni)
% Qafprostor/afprostor - konstruktor pro afinni (pod)prostor
if isa(M,’afprostor’)
L = M; % kopirovaci konstruktor
return;
else
vyjadreni = ’p’; % implicitni je parametricke vyjadreni
end
L.zadani = M; % jak je af. prostor zadan uzivatelem
L.vyjadreni = vyjadreni; % forma zadani af. prostoru
[rtM,sM] = size(M); % pocet radku a sloupcu matice M
switch vyjadreni
case ’p’ Y ——————-— parametricke vyjadreni; smerova rovnice (L = a + SL)
a=M({1,:); % ridici bod
SL = M(2:end,:); % smerovy podprostor
SL = baze(SL,0); % generatory smeroveho podprostoru
SL_baze = baze(SL); ' baze smer. podprostoru
N = null(SL,’r’)’; % normalovy podprostor
N = baze(N,0); % generatory
N_baze = baze(N); % baze
if isempty(N_baze)
soustava = zeros(1l, sM+1); % soustava "0=0"
else
soustava = [N N*a’]; % soustava normalovych rovnic

end
af_obal = afinni_obal(a,SL); % afinni obal
af_obalB = afinni_obal(a,SL_baze); % afinni obal; afinne NEzavisle body
case ’n’ % —-—-———-—- soustava normalovych rovnic; neparametricke vyjadreni (Ax=b)
soustava = M; % soustava
N = M(:,1:end-1); % matice soustavy
if rank(N) < rank(M) % existuje reseni?
error (’Nebyl zadan afinni podprostor (soustava nema reseni)!’);
end
N_baze = baze(N); % baze normal. podprostoru
[R,sR]=rref(M); a=zeros(1l,sM-1); a(sR)=R(1:length(sR),end)’;
SL = null(N,’r’)’; % smerovy podprostor
SL = baze(SL,0); ’% generatory, vyresen i trivialni podprostor
SL_baze = baze(SL);
af_obal = afinni_obal(a,SL);
af_obalB = afinni_obal(a,SL_baze);
case ’a’ Y% -—-———-—--- afinni obal -------
af_obal = M;
a = M(1,:); % "ridici" je prvni bod
SL = smer(M); SL_baze = baze(SL);
af_obalB = afinni_obal(a,SL_baze);
N = null(SL,’r’)’;
N = baze(N,0); % generatory, vyresen i trivialni podprostor
N_baze = baze(N);
if isempty(N_baze); soustava = zeros(l,sM+1); else; soustava = [N N*a’]; end

end

L.smer = SL; L.smerB = SL_baze; % generatory a baze smeroveho podprostoru (zamereni)
L.normal = N; L.normalB = N_baze; % generatory a baze normaloveho podprostoru

L.bod = a; % "ridici" bod

L.soustava = soustava; % soustava normalovych rovnic

L.af_obal = af_obal; % body afinniho obalu (i afinne zavisle)

L.af_obalB = af_obalB; % afinne nezavisle body afinniho obalu

L.dim = rank(SL_baze); % dimenze

L = class(L,’afprostor’); % vznika objekt

Obrazek 1: Ukazka zdrojového kédu konstruktoru



function s = char(L,jak)
% Q@afprostor/char - vypis afinniho (pod)prostoru v nezkracenem formatu
if nargin<2 % chybi-1i 2. vstup
jak = L.vyjadreni; % podle zadani v objektu L
end
switch jak
case ’p’ ) parametricke vyjadreni --------—--—--——————-—-
s = vec2str(L.bod); % volani privatni funkce
if “isempty(L.smer)
sL = 77,
for i=1:size(L.smer,1)
sL = [sL ’, ’ vec2str(L.smer(i,:))]; % prevod vektoru na retezce
end
sL
else
sL 1.
end
s = [s sL];
case ’'n’ Y, neparametricke vyjadreni ----—-—----————————-
s =77,
for i=1:size(L.soustava,1)
s = [s ’, ’ vec2rce(L.soustava(i,:))]; % volani privatni funkce
end
s = s(3:end);
case ’a’ % afinni obal —-————————————————————————————————
s =77
if "isempty(L.af_obal) % melo by vzdy platit
for i=1:size(L.af_obal,1)
s = [s ’, ” vec2str(L.af_obal(i,:))]; % prevod vektoru na retezce

[’ + [’ sL(3:end) ’]1°];

end
s = [’[’ s(3:end) ’]_a’];
end
end

Obrazek 2: Ukéazka zdrojového kédu metody char

function [A,b] = soustava(L,zkracena)
% Q@afprostor/soustava - soustava linearnich rovnic popisujici afinni (pod)prostor
if nargin<2

zkracena = 1; 7 soustava s linearne NEZAVISLYMI RADKY (implicitni)
end
if zkracena==

A = L.soustava(:,1l:end-1); 7 matice soustavy

b = L.soustava(:,end); % vektor pravych stran
else J, vsechny ostatni hodnoty se povazuji za ’zkracena=1’

A = L.normalB;

b L.normalB*L.bod’;

end

Obrazek 3: Ukéazka zdrojového kédu metody soustava



function L = subsasgn(L,i,a)

% @afprostor/subsasgn - uprava jedne rovnice soustavy (normal. vektor a prava strana)
% L(i) = a; (vynasobi i-tou rovnici soustavy cislem a, pote vypise vysledek)

% L ... afinni (pod)prostor (objekt)

% i ... index rovnice (poradi), i>=1, i<=dim(E"n)-dim(L)

% a ... nasobek rovnice (a”=0)

switch i.type

case ()’
k = i.subs{1};
n = size(L.bod,2);
if “isa(k,’double’) || “isscalar(k) || k<1 || k>n || fix(k) =k
error (’Chybny index (poradi rovnice)!’);
end
if “isa(a,’double’) || “isscalar(a) || a==0
error (’Nepovoleny nasobek!’);
end
L.soustava(k,:) = L.soustava(k,:)*a; % vynasobeni i-te rovnice cislem a
case ’{}’
error (’Nepodporovana indexace!’);
case ’.’

error (’Nepodporovana indexace!’);
end
disp([’VYSLEDEK: ’ char(L,’n’)]) % vypis upravene soustavy

Obrazek 4: Ukéazka zdrojového kédu metody subsasgn

function L = mtimes(L1,L2)

% Q@afprostor/mtimes - prunik dvou linealu

% L =1L1x* L2

% L1,L2 ... afinni podprostory (objekty) nebo jeden je afinnim obalem bodu (matice)
% L ... prunik (objekt) - pokud prunik neexistuje, vysledkem je chyba

if “isa(L1,’afprostor’); L1 afprostor(Ll,’a’); end % af. obal na objekt
if “isa(L2,’afprostor’); L2 = afprostor(L2,’a’); end % af. obal na objekt
ml = size(L1.bod,2); % dimenze E_n
m2 size(L2.bod,2);
if m17=m2

error (’Prunik neexistuje (afinni prostory jsou z ruznych E™n)!’);

end
% vypocet pruniku
A = [L1.normalB; L2.normalB];
b = [L1.normalB*L1.bod’; L2.normalB*L2.bod’];
if rank(A)“=rank([A b])
error (’Prunik je prazdny (neexistuje)!’);
end
% vytvoreni objektu
L = afprostor([A b]l, ’n’);
L.zadani = [L.bod; L.smerB]; % prevod na parametricke vyj.
L.vyjadreni = ’p’;

Obrézek 5: Pretizeny operdtor mtimes pro prunik afinnich podprostoru



